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vR ´ESUM ´E
Cette the`se traite des manipulateurs se´riels en tant que chaıˆnes cine´matiques ouvertes simples.
Plus pre´cise´ment ce sont les parcours continus sur lesquels de tels manipulateurs gardent con-
stamment une configuration isotrope qui sont l’objet de l’e´tude. La capacite´ d’un manipulateur
a` orienter et a` de´placer son effecteur est un point de´terminant pour la re´alisation de taˆches. Plus
cette capacite´ est grande, meilleure sera la possibilite´ de re´alisation des travaux par le manipula-
teur. La capacite´ maximale est atteinte a` des configurations dites isotropes. Jusqu’a` re´cemment,
les seules configurations isotropes atteignables par les manipulateurs e´taient des configurations
isole´es, ou des configurations que nous qualifions de triviales, c’est-a`-dire des configurations is-
sues de la rotation de la premie`re articulation. L’apport nouveau de ce travail de recherche est
de prouver l’existence de parcours isotropes non triviaux. Ainsi, plusieurs manipulateurs peuvent
effectuer des taˆches sur des parcours non ponctuels ou non circulaires avec une dexte´rite´ accrue
loin des singularite´s.
Des manipulateurs se´riels ayant non seulement des parcours isotropes continus ont e´te´ de´termine´s,
mais aussi des manipulateurs ayant des surfaces isotropes. Ces surfaces isotropes sont de´termine´es
pour des manipulateurs sphe´riques et non sphe´riques. L’isotropie d’orientation et l’isotropie de
position sont e´tudie´es se´pare´ment, puis simultane´ment.
Les diffe´rentes de´finitions de la dexte´rite´ des manipulateurs propose´es depuis plus de deux de´cen-
nies trouvent aussi par ce travail l’occasion d’un nouvel e´clairage a` travers le concept des articu-
lations virtuelles introduites dans les chapitres 4 et 5.
Le chapitre 2, qui fait suite a` l’introduction et a` la revue de litte´rature, traite du conditionnement et
de l’isotropie. La plupart des re´sultats et exemples qui y sont expose´s sont puise´s dans la litte´rature
et visent a` montrer l’importance de ces notions qui sont utilise´es comme fondement de ce travail
de recherche.
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Le chapitre 3 prouve un re´sultat important : la non-existence de parcours isotropes continus non
triviaux pour les manipulateurs sphe´riques ayant moins de 6 articulations. Il a permis de simplifier
le travail en focalisant la recherche sur les manipulateurs sphe´riques 6R, ce qui a permis d’obtenir
les re´sultats du chapitre 4 qui prouvent l’existence de manipulateurs sphe´riques ayant des surfaces
isotropes et meˆme l’existence d’un manipulateur qui garde une configuration isotrope pour toute
orientation de son effecteur.
Le chapitre 5 montre l’existence d’un manipulateur se´riel 4R isotrope en position sur toute une
sphe`re et compare la dexte´rite´ du manipulateur selon les crite`res base´s sur le conditionnement de
la matrice jacobienne et sur le de´terminant du produit de celle-ci par sa transpose´e : une analogie
tre`s inte´ressante a alors e´te´ mise en e´vidence. Le de´couplage entre l’isotropie d’orientation et
l’isotropie de position a e´te´ pre´sente´ a` travers un manipulateur pouvant avoir des parcours conti-
nus au voisinage de l’isotropie en orientation et en meˆme temps au voisinage de la singularite´ en
position. Il semble aussi, contrairement aux premie`res impressions que l’isotropie de position est
plus facile a` obtenir que l’isotropie d’orientation pour un manipulateur se´riel nR.
Dans cette the`se, de nombreux re´sultats sont nouveaux et ouvrent d’inte´ressantes perspectives
sur des recherches futures comme des situations nouvelles proches de l’isotropie en orientation et
en meˆme temps proches de la singularite´ en position et inversement. La de´termination des designs
permettant certains parcours continus isotropes particuliers pre´alablement fixe´s peut aussi eˆtre en-
visage´e.
Contributions
Ce travail a permis l’introduction des parcours continus isotropes et des surfaces isotropes. Des
exemples de ces parcours et de ces surfaces ont e´te´ donne´s pour des manipulateurs sphe´riques et
non sphe´riques. Il a aussi permis de de´terminer le nombre minimal d’articulations ne´cessaires pour
l’obtention de parcours isotropes. Une me´thode ge´ome´trique de re´solution du syste`me d’e´quations
de´finissant les conditions d’isotropie a permis de de´terminer la matrice jacobienne ge´ne´rale d’un
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manipulateur 5R sphe´rique et peut permettre la de´termination de la matrice jacobienne ge´ne´rale
d’un manipulateur 6R sphe´rique, ce que la re´solution alge´brique des meˆmes syste`mes ne permet
pas. L’introduction de la notion d’articulation virtuelle a permis d’obtenir un moyen d’e´valuation
des diffe´rents index de dexte´rite´ et aussi d’avoir plus de pre´cision par la possibilite´ de re´aliser des
calculs plus pre´cis en utilisant des jacobiennes isotropes.
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ABSTRACT
This thesis deals with serial manipulators as simple opened kinematics chains.These are more pre-
cisely the continuous paths, upon which such manipulators always keep an isotropic configuration,
that are the subject of the study. The capacity of a manipulator to direct and move its effector is
a decisive point in carrying out tasks. Bigger is this capacity better will be the possibility for the
manipulator to carry out tasks. The maximal capacity is reached for isotropic configurations. Until
recently, the only reachable isotropic configurations by manipulators were isolated configurations,
or configurations that we call trivial which means they result from the rotation of the first joint.
The contribution of this thesis is to prove the existence of non trivial isotropic paths.Thus, many
manipulators can perform tasks on non punctual or non circular paths with an improved dexterity
far from singularities.
Not only serials manipulators with contiunous isotropic paths have been found, but also manipula-
tors with isotropic surfaces.These isotropic surfaces are determined for spherical and non spherical
manipulators. The isotropy of orientation and isotropy of position are studied separately, then si-
multaneously.
Through the concept of virtual joints introduced in chapter 4 and 5, this work is also the op-
portunity to bring a new clarification on the various definitions of manipulators dexterity that have
been proposed for more than two decades.
The chapter 2 which ensue from the introduction and related works deals with the condition-
ing and the isotropy. Most of the expounded results and examples are draged from related papers
and aim at showing the importance of these notions which are used as a basis of this research.
The chapter 3 proves an important result: the non existence of non trivial continuous isotropic
paths for spherical manipulators with less than 6 joints. It enabled to simplify the work by fo-
cusing the research study on spherical manipulators 6R, which enabled to obtain the results of
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chapter 4 that proves the existence of spherical manipulators having isotropic surfaces, and that
even proves the existence of a manipulator which keep an isotropic configuration for all orienta-
tion of its effector.
The chapter 5 reveals the existence of an isotropic serial manipulator 4R in position on a sphere.
It also compare the dexterity of a manipulator according to criterions based on the conditioning
of the jacobian matrix and on the determinant of its product with its transpose: a very interesting
analogy was then brought to light. The decoupling between the isotropy of orientation and position
was presented through a manipulator being able to have continuous paths around the orientation
isotropy and, at the same time, around the singularity in position. It also appears, in contrary to
the first impressions, that the isotropy of position is easier to obtain that the isotropy of orientation
in the case of a serial manipulator nR.
In this thesis, a lot of results are new and establish interesting prospects on future research study
like new situations close to the isotropy in orientation and at the same time close to the singularity
in position, and vice-versa. Determination of patterns allowing some specific isotropic continuous
paths beforehand setted, can be also considered.
Contributions
This work let us introduce isotropic continuous paths and isotropic surfaces. Some examples
of these paths and surfaces were given for spherical and non spherical manipulators. It also en-
abled to determine the minimum number of needed joints to get isotropic paths. A geometrical
resolution of the equations system defining isotropic conditions enabled to determine the general
jacobian matrix of a spherical manipulator 5R and can enable the determination of the general
jacobian matrix of a spherical manipulator 6R, what an algebraic resolution of the same systems
can not perform. The introduction of the virtual joint notion enabled to obtain an estimation mean
of the various indexes of dexterity and also to have a better accuracy by performing more accurate
calculation using isotropic jacobian matrices.
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1CHAPITRE 1
INTRODUCTION
La robotique peut eˆtre de´finie comme des e´tudes et techniques tendant a` concevoir des syste`mes
me´caniques, informatiques ou mixtes, capables de se substituer a` l’homme dans ses fonctions
motrices, sensorielles et intellectuelles [1].
Un manipulateur robotique est un syste`me me´canique polyarticule´ mis en mouvement par des
moteurs controˆle´s par un syste`me de commande. Selon les commandes passe´es aux moteurs des
articulations, des taˆches nombreuses et varie´es peuvent eˆtre effectue´es par le manipulateur. La
conception des robots est fonction des me´canismes utilise´s, le nombre de degre´ de liberte´ ou le
type d’articulations utilise´es. De ces diffe´rents parame`tres de´pend la complexite´ de la cine´matique
du manipulateur.
Les manipulateurs robotiques peuvent eˆtre repre´sente´s par des chaıˆnes cine´matiques de corps
rigides relie´es entre elles par des articulations. Le roˆle des articulations, actionne´es ou non par des
moteurs, est d’amener l’effecteur ou organe terminal a` une position et une orientation donne´es, a`
des vitesses et des acce´le´rations donne´es. Les actionneurs peuvent eˆtre de type e´lectrique, pneu-
matique ou hydraulique. Des capteurs peuvent aussi eˆtre incorpore´s au manipulateur pour lui
permettre d’interagir avec son environnement. Le syste`me de commande re´cupe`re alors les in-
formations fournies par les capteurs pour mieux affiner les ordres donne´s aux actionneurs, ce
qui ame´liore la pre´cision du positionnement et de l’orientation de l’effecteur. Plusieurs sortes de
capteurs sont utilise´es en robotique : capteurs de position, capteurs de vitesse ou d’acce´le´ration
articulaires, etc.
21.1 Degre´ de liberte´, liaison et me´canisme
Le nombre de degre´s de liberte´ (ddl) d’un me´canisme est le nombre de parame`tres inde´penda-
nts qui permettent de de´finir les configurations du me´canisme. Pour une articulation liant 2 corps
rigides, le nombre de ddl de l’un par rapport a` l’autre, est fonction du genre d’articulation. Lorsque
ce nombre est e´gal a` 1, ce qui est fre´quemment le cas en robotique, l’articulation est dite simple
: soit rotoı¨de, soit prismatique, soit helicoı¨dal. Le ddl des liaisons cine´matiques infe´rieures est
infe´rieur ou e´gal a` 3.
La pose d’un solide dans l’espace requiert six parame`tres inde´pendants (6 ddl) :
- 3 parame`tres inde´pendants de´finissent la position d’un point du solide, note´ P dans le repe`re
fixe,
- 3 parame`tres inde´pendants de´finissent l’orientation du solide autour du point P .
En pratique, les manipulateurs sont souvent dote´s de 6 ddl, i.e, six articulations motorise´es, ce qui
permet de spe´cifier n’importe quelle pose, position et orientation, de leur effecteur.
Une articulation complexe avec un nombre de ddl supe´rieur a` 1 peut toujours se ramener a` une
combinaison d’articulations rotoı¨de, prismatique ou helicoı¨dal. Par exemple, une rotule ou articu-
lation sphe´rique peut eˆtre obtenue avec trois articulations rotoı¨des dont les axes sont concourants.
Une liaison entre deux solides limite le nombre de ddl d’un solide par rapport a` l’autre. On appelle
le nombre de ddl de la liaison le nombre de parame`tres inde´pendants permettant de de´finir la lo-
calisation (position et orientation) de l’un par rapport a` l’autre dans tout de´placement compatible
avec la liaison.
- un cube sur un plan a 3 ddl : 2 ddl pour fixer les coordonne´es d’un point dans le plan et un ddl
pour de´terminer son orientation dans le plan.
- une sphe`re sur un plan a 5 ddl : 2 ddl pour fixer les coordonne´es d’un point dans le plan et 3 ddl
pour de´terminer son orientation dans le plan.
Une chaıˆne cine´matique est un ensemble de corps rigides relie´s par des liaisons cine´matiques
3qui imposent un mouvement relatif de l’un par rapport a` l’autre. Il existe deux types de liaisons
cine´matiques : les liaisons cine´matiques infe´rieures et les liaisons cine´matiques supe´rieures. Dans
une liaison cine´matique infe´rieure, le contact entre les 2 corps rigides relie´s se fait sur toute une
surface. Les 6 liaisons cine´matiques infe´rieures : cylindrique, he´licoı¨dale, planaire, prismatique,
rotoı¨de et sphe´rique, ont respectivement 2, 1, 3, 1, 1 et 3 degre´s de liberte´. Dans une liaison
cine´matique supe´rieure, le contact se fait sur un segment ou un point, par exemple dans un roule-
ment, un galet ou une came.
La structure RRR dont les trois axes sont concourants forme une articulation sphe´rique et s’utilise
ge´ne´ralement comme un poignet. Le robot ainsi obtenu, en lui associant un porteur a` 3 ddl, est en
robotique une structure classique a` 6 ddl. Elle permet d’assurer un de´couplage entre la position et
l’orientation de l’effecteur.
Un me´canisme est un syste`me de corps conc¸u afin de convertir des mouvements de, et des forces
sur, un ou plusieurs corps en mouvements contraints de, et des forces sur, d’autres corps [3].
Le degre´ de connectivite´ d’un corps rigide est le nombre de corps rigides qui lui sont relie´s a`
travers les liaisons cine´matiques. On distingue deux types de me´canismes :
- les me´canismes en chaıˆne simple ouverte (ou en se´rie): lorsqu’on parcourt ce me´canisme, on ne
repasse jamais sur la meˆme liaison ou le meˆme solide. Ce genre de me´canisme est le plus re´pandu.
Le degre´ de connectivite´ de toutes les liaisons composant un me´canisme en chaıˆne simple est e´gal
ou infe´rieur a` 2.
- les me´canismes en chaıˆne complexe : tout ce qui n’est pas en chaıˆne simple. De tels syste`mes
se subdivisent en deux groupes : Les chaıˆnes structure´es en arbre et les chaıˆnes ferme´es. Ces
dernie`res ont a priori l’avantage d’eˆtre plus rigides, plus pre´cises, capables de manipuler de lour-
des charges. Le degre´ de connectivite´ d’au moins une des liaisons composant un me´canisme en
chaıˆne complexe est supe´rieur a` 2.
Une chaıˆne simple peut eˆtre ouverte ou ferme´e. Une chaıˆne simple est dite ferme´e si chaque
membrure est lie´e a` deux autres membrures. Elle est dite ouverte si elle contient exactement deux
4membrures, dont la dernie`re, lie´es a` seulement une seule membrure. Dans les chaıˆnes ouvertes, la
premie`re membrure est appele´e la base tandis que la dernie`re est appele´e effecteur.
Dans la suite, nous conside´rerons uniquement les manipulateurs en chaıˆne simple ouverte.
1.2 De´finitions et terminologie
La pose de l’effecteur est l’orientation et la position du repe`re lie´ a` la dernie`re membrure du ma-
nipulateur dans l’espace carte´sien lie´ au repe`re de la base du manipulateur.
La configuration d’un manipulateur est sa ge´ome´trie dans l’espace a` un instant donne´.
L’architecture d’un manipulateur est la chaıˆne cine´matique de membrures rigides qui le com-
posent, et qui sont assemble´es par des articulations permettant leur mouvement relatif. Le design
cine´matique d’un manipulateur est la de´termination de son architecture.
L’espace articulaire d’un manipulateur est l’espace des variables articulaires. Sa dimension est le
ddl du manipulateur.
Le volume de travail est l’ensemble des points pouvant eˆtre atteints par le point d’ope´ration de
l’effecteur. L’espace de travail d’un manipulateur est l’ensemble des poses pouvant eˆtre atteintes
par l’effecteur.
L’espace de taˆche T d’un manipulateur est l’ensemble des poses atteintes par l’effecteur pour
re´aliser une taˆche de´termine´e. L’espace de taˆche T d’un manipulateur est un sous-espace de
l’espace de travail W du manipulateur.
L’espace ope´rationnel O d’un manipulateur est l’espace dans lequel est repre´sente´e la pose de
l’effecteur. La dimension de l’espace de taˆche d’un manipulateur est infe´rieure ou e´gale a` la
dimension de son espace de travail qui est infe´rieure ou e´gale a` la dimension de son espace artic-
ulaire.
Une configuration singulie`re d’un manipulateur est une configuration qui entraıˆne une re´duction
de la mobilite´ de l’effecteur, c’est-a`-dire la perte par le manipulateur se´riel d’un ou plusieurs
degre´s de liberte´.
5Le mode`le ge´ome´trique est le syste`me d’e´quations qui permet de passer de l’espace articulaire a`
l’espace de travail et inversement dans la de´termination des variables articulaires ou carte´siennes.
Le mode`le cine´matique est le syste`me d’e´quations qui permet de passer des vitesses des co-
ordonnes oprationnelles aux vitesses articulaires et inversement. Le mode`le dynamique est le
syste`me d’e´quations qui permet d’exprimer le mouvement du robot permettant d’e´tablir les rela-
tions entre les forces exerce´es par les actionneurs (couples) et l’e´tat des variables articulaires.
Pour une taˆche spe´cifique, le mouvement de l’effecteur peut de´crire tout l’espace ope´ra-tionnel
ou seulement un sous-espace T de W appele´ espace de taˆche. En notant dim(T) la dimension de
l’espace de taˆche, dim(A) la dimension de l’espace articulaire et dim(W) la dimension de l’espace
d travail, on doit naturellement avoir dim(T) ≤ dim(W) sinon la taˆche ne peut eˆtre re´alise´e par le
manipulateur. Pour une taˆche spe´cifique, un manipulateur se´riel est dit cine´matiquement redon-
dant si dim(T) < dim(A). On a bien suˆr dim(T) ≤ 6. Le degre´ de redondance cine´matique du
couple taˆche-manipulateur est e´gal a` dim(A)−dim(T). Dans un syste`me ayant un degre´ de redon-
dance cine´matique non nul, il est possible de changer la configuration du syste`me sans changer
la pose de l’effecteur. Le bras de l’eˆtre humain est un exemple typique de manipulateur redon-
dant ayant plus de 6 degre´s de liberte´. Si l’e´paule et la pose de la main sont fixe´es, le bras peut
se mouvoir graˆce a` la mobilite´ additionnelle associe´e au degre´ de liberte´ redondant. On peut
alors e´ventuellement e´viter des obstacles dans l’espace de travail. En outre, si une articulation
du manipulateur redondant atteint ses limites, il peut y avoir d’autres articulations qui permettent
l’exe´cution du meˆme mouvement de l’effecteur.
Un manipulateur se´riel ayant n articulations, rotoı¨des ou prismatiques, posse`de n variables artic-
ulaires que l’on peut regrouper dans un vecteur θ de dimension n et 3n parame`tres qui de´finissent
l’architecture du manipulateur. Le vecteur θ de´finit la posture du manipulateur.
La notation de Denavit-Hartenberg (DH) permet une de´finition pre´cise de l’architecture d’un ma-
nipulateur par les parame`tres de DH. La notation de DH est pre´sente´e de manie`re de´taille´e dans
6[2].
1.3 Fondement de ce projet de recherche
Le positionnement et l’assemblage de haute pre´cision, ainsi que le micro-usinage, requie`rent
des manipulateurs performants. Ces manipulateurs doivent pre´senter une bonne re´pe´tabilite´ et
une bonne pre´cision de positionnement et d’orientation sur plusieurs degre´s de liberte´. Afin
d’atteindre des temps de cycle re´duits aussi bien qu’une bonne robustesse vis-a`-vis des perturba-
tions exte´rieures, des performances cine´matiques et dynamiques e´leve´es sont recherche´es. Dans
ce but, ce travail traite de la conception de manipulateurs robotiques ayant des parcours isotropes
continus capables d’atteindre des exe´cutions et des re´pe´tabilite´s de positionnement de pre´cision.
Chez l’eˆtre humain, la facilite´, le confort et l’aisance de mouvement dans des taˆches de pre´cision
peuvent eˆtre des notions que l’on peut chercher a` e´tendre aux performances des dispositifs me´cani-
ques. Par exemple, dans les membres de l’eˆtre humain, Le´onard de Vinci a montre´ que le rap-
port de la longueur de l’avant-bras par celle du bras est autour de
√
2/2 quelque soit la taille de
l’individu. Lorsque nous exe´cutons des manoeuvres qui requie`rent une grande dexte´rite´, ou que
nous cherchons des positions confortables, l’angle entre le bras et l’avant-bras tend a` eˆtre entre
30◦ et 60◦. Il a e´te´ de´montre´ dans [6] que pour un manipulateur planaire 2R, comme le bras et
l’avant-bras d’un individu, en termes d’optimalite´ du conditionnement de la matrice jacobienne,
le rapport des longueurs des liens est de
√
2/2 et la valeur de l’angle θ2 = 45◦ est pre´cise´ment le
milieu entre 30◦ et 60◦.
Une autre analogie est la forme du serpent Cobra dans sa position d’attaque. Cette position est
celle qui lui offre le plus de dexte´rite´ et d’aisance pour attaquer et se de´fendre. Un manipulateur
se´riel ayant un nombre de liens comparable au nombre de verte`bres du cobra aurait une configu-
ration isotrope dans la forme du cobra en position d’attaque [5].
7Interpre´tation ge´ome´trique de l’isotropie
Comme nous le verrons dans l’e´tude du conditionnement des matrices lors de la re´solution d’un
syste`me line´aire Ax = b au chapitre 2, selon le conditionnement de A et l’orientation du vecteur
b, la distorsion de la solution x peut eˆtre plus ou moins importante. Par contre, si A est isotrope
aucune distorsion ne se produit, A transforme alors une sphe`re en une autre sphe`re de rayon
plus ou moins grand. On le constate en appliquant la de´composition polaire [7] a` une matrice A
quelconque. La matrice A peut alors s’e´crire
A ≡ RU ≡ VR (1.1)
ou` R est une matrice orthogonale et U et V des matrices de´finies non ne´gatives. Transformons
par A le vecteur x
z = Ax et y = Ux (1.2)
ainsi U transforme x en y et R transforme y en z. La matrice U transforme une sphe`re en
une ellipsoı¨de dont les demi-axes ont pour longueurs les valeurs propres de U. Tandis que R ne
de´forme pas l’objet qu’elle transforme, car R est orthogonal, l’image de l’ellipse par R sera une
autre ellipse ayant simplement une orientation diffe´rente comme montre´e sur la figure 1.1. Ainsi,
si A est isotrope, toutes ses valeurs singulie`res sont identiques, elle transforme alors une sphe`re
en une autre sphe`re de rayon plus ou moins grand. La figure 1.1 montre la distorsion du cercle
transforme´ en ellipse lorsque A n’est pas isotrope.
Dans ce travail, l’accent est mis sur l’e´tude des manipulateurs rotoı¨des se´riels. Cette recherche
est axe´e principalement sur l’e´tude de l’isotropie cine´matique de ces derniers. Il existe cepen-
dant plusieurs genres d’isotropie cine´matique : l’isotropie d’orientation, l’isotropie de position et
l’isotropie globale. L’isotropie globale e´tant ici l’isotropie d’orientation et l’isotropie de position
en meˆme temps.
Plusieurs proprie´te´s cine´matiques d’un manipulateur sont ame´liore´es lorsqu’il se trouve dans une
8Figure 1.1 Interpre´tation ge´ome´trique de l’isotropie [5]
configuration isotrope. Elles permettent l’obtention d’une plus grande pre´cision, et une meilleure
complexite´ en temps, dans la re´solution des e´quations cine´matiques et des syste`mes ou` intervient
la matrice jacobienne isotrope associe´e qui est une matrice 6×n pour un manipulateur se´riel ayant
n articulations.
Plusieurs manipulateurs ont des configurations isotropes en position ou en orientation. De chacune
de ces configurations, nous pouvons de´duire par simple rotation autour de la premie`re articulation
un arc de cercle trivial de postures isotropes. Hormis les manipulateurs se´riels pre´sente´s dans
cette the`se, les autres manipulateurs se´riels nR sont isotropes uniquement pour une configura-
tion fixe de leur effecteur. Parmi les plus e´labore´s, le manipulateur isotrope redondant Rediestro
[8], conc¸u a` McGill, ne posse`de lui aussi que des configurations isotropes fixes. Les courbes
continues non triviales de configurations isotropes de manipulateurs dont le point d’ope´ration de
l’effecteur parcourt une courbe continue dans des poses diffe´rentes sont naturellement beaucoup
plus inte´ressantes. Le but de cette recherche est de de´terminer de telles courbes, comme par-
9cours de taˆche, pour des manipulateurs dont le design pourrait alors eˆtre fonction de ces parcours
isotropes continus en ade´quation avec les taˆches a` accomplir. Ces manipulateurs effectueront alors
les taˆches voulues tout en gardant constamment une configuration isotrope : ils auront alors une
dexte´rite´ maximale. Cet e´tat constant d’isotropie permettra une plus grande pre´cision, puisque
t = Jθ˙ implique θ˙ = J†t, ce qui permet d’avoir△θ = (1/σ2)JT △ t, ou` σ est la valeur singulie`re
commune de J, sans perte de pre´cision dans le calcul de J† inverse ge´nr´alise´e de J, ainsi qu’un
gain appre´ciable en re´duction de complexite´ de calcul dans les exe´cutions, sans oublier l’absence
totale d’amplification des erreurs lors de la re´solution de syste`mes faisant intervenir la matrice
jacobienne.
De´finition 1 : Soit M un manipulateur se´riel ayant J pour matrice jacobienne, et soit A son espace
articulaire. Un parcours isotrope continu pour M dans A est une fonction vectorielle θ d’un con-
nexe I ⊆ R dans A telle que
1) θ est continue sur I
2) J(θ(t)) est isotrope ∀t ∈ I
L’image de {θ(t) | t ∈ I} par la transformation ge´ome´trique directe est le parcours isotrope con-
tinu dans l’espace ope´rationnel associe´ au parcours isotrope continu θ de l’espace articulaire. On
parlera alors, selon le cas, de parcours isotrope continu dans l’espace articulaire, ou de parcours
isotrope continu dans l’espace ope´rationnel dans lequel sont de´finies les postures du manipulateur,
c’est-a`-dire la position et l’orientation de son effecteur. Comme, pour un corps rigide, trois coor-
donne´es suffisent a` de´finir la position dans l’espace et trois angles suffisent a` de´finir l’orientation
dans l’espace, la dimension de l’espace ope´rationnel est 6. Mais, l’espace de taˆche qui est l’espace
dans lequel s’effectue la taˆche peut eˆtre de dimension infe´rieure ou e´gale a` 6.
Pour un manipulateur sphe´rique, un parcours du point d’ope´ration de l’effecteur sur la sphe`re uni-
taire de R4 correspond a` une succession d’orientations de l’axe de la dernie`re articulation, e´tant
donne´ qu’a` chaque point de la sphe`re unitaire de R4 correspondant une orientation de cet axe. On
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peut donc faire une correspondance entre une courbe sur la sphe`re et un ensemble d’orientations
de l’axe de la dernie`re articulation. `A chaque point de la sphe`re correspondant une orientation
et une seule de l’axe de la dernie`re articulation, et inversement a` chaque orientation de l’axe de
la dernie`re articulation correspondant un point et un seul de la sphe`re. Deux variables suffisent
alors a` de´finir l’orientation de l’axe de la dernie`re articulation. Cet ensemble de couple d’angles
(θ, φ) est un parcours continu de l’espace articulaire du manipulateur sphe´rique a` condition que
cet ensemble soit connexe. La rotation autour de l’axe de la dernie`re articulation fournit alors un
troisie`me angle ψ qui permet d’obtenir toutes les orientations possibles d’un corps dans l’espace.
Cependant, quelque soit la valeur de ψ le manipulateur reste dans une configuration isotrope s’il
peut l’eˆtre pour une valeur quelconque de l’angle ψ.
De´finition 2 : Pour un manipulateur ayant J pour matrice jacobienne et A pour espace articu-
laire, un parcours isotrope continu θ(t) = [θ1(t), θ2(t), ... , θn(t)]T d’un connexe I ⊆ R dans A
est dit trivial si pour une valeur fixe donne´e s ∈ I,
J((θ1(s), θ2(s), ... , θn−1(s), θn(t))T ) est isotrope ∀t ∈ I. Le parcours isotrope continu de
l’espace ope´rationnel obtenu par la cine´matique directe est aussi dit trivial.
Contrairement a` l’isotropie en orientation, pour l’isotropie de positionnement, la variation de
l’angle θn influe sur la proprie´te´ d’isotropie. De ce fait en ge´ne´ral, il n’existera pas de parcours
isotrope trivial, dans l’espace articulaire ou dans l’espace ope´rationnel, obtenu par la variation de
l’angle de la dernie`re articulation c’est-a`-dire par la rotation de l’effecteur autour de l’axe de la
dernie`re articulation.
De´finition 3 : Une articulation d’un manipulateur se´riel est dite virtuelle sur un parcours si sa
variable articulaire demeure constante sur ce parcours.
De´finition 4 : Soit M un manipulateur se´riel ayant une ou plusieurs articulations virtuelles sur
11
un parcours donne´. Le manipulateur se´riel M ′, obtenu en retirant au manipulateur M une ou
plusieurs de ses articulations virtuelles, est dit e´quivalent au manipulateur M sur ce parcours. On
dira que les manipulateurs M et M ′ sont e´quivalents sur ce parcours.
De´finition 5 : Soit M un manipulateur se´riel ayant J pour matrice jacobienne, et soit A son es-
pace articulaire. Une surface isotrope pour M dans A est une fonction vectorielle θ d’un connexe
I ⊆ R× R dans A telle que
1) θ est continue sur I
2) J(θ(t)) est isotrope ∀(s, t) ∈ I
Dans la suite, nous parlerons indiffe´remment de parcours continu isotrope ou de courbe continue
isotrope.
Les courbes isotropes non triviales permettent alors d’avoir dans l’espace ope´rationnel toute une
surface isotrope puisqu’il suffit de faire tourner cette courbe non triviale autour de la premie`re ar-
ticulation pour obtenir une surface. Le point d’ope´ration de l’effecteur du manipulateur peut alors
parcourir toute la surface dans l’espace ope´rationnel pendant que le manipulateur reste constam-
ment dans une configuration isotrope. On comprend ainsi l’avantage de rechercher des courbes
isotropes non triviales.
1.4 Revue de litte´rature
1.4.1 Indices de performance cine´matique
La dexte´rite´ est devenue l’une des caracte´ristiques les plus importantes des manipulateurs. Plusieurs
crite`res ont e´te´ de´finis dans les dernie`res de´cennies pour quantifier et mesurer la dexte´rite´ d’un ma-
nipulateur, c’est-a`-dire sa capacite´ et son aisance a` de´placer et a` orienter son effecteur localement
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dans une configuration particulie`re ou globalement sur son espace de travail. Ces crite`res ont e´te´
propose´s comme des mesures de performance pour la pre´cision des manipulations de l’effecteur.
D’une manie`re ge´ne´rale, la dexte´rite´ cine´matique du manipulateur a e´te´ typiquement rattache´e au
conditionnement de sa matrice jacobienne. En effet, la matrice jacobienne qui constitue le lien en-
tre l’espace ope´rationnel et l’espace articulaire, amplifiera plus ou moins fortement les distorsions
selon son conditionnement, et fournira une indication sur la capacite´ de pre´cision du manipulateur.
Lorsque le conditionnement est optimal, le manipulateur se trouve alors dans une configuration
isotrope et dans celle-ci il de´montre des proprie´te´s cine´matiques e´leve´es. Les crite`res de´finis sont
ainsi diffe´rentes mesures a` l’e´loignement du manipulateur de l’isotropie.
L’une des premie`res mesures de performance a e´te´ introduite par Yoshikawa dans [9]. C’est un
indice qui utilise le de´terminant du produit de la jacobienne par sa transpose´e et non le condition-
nement de la jacobienne. Il a e´te´ nomme´ indice de manipulabilite´ et de´fini par W =
√
det(JJT ).
Lorsque la jacobienne est de plein rang, W = σ1σ2 · · ·σn, le produit des valeurs singulie`res de J.
L’utilisation de cet indice de manipulabilite´ W a e´te´ applique´e a` un manipulateur 2R planaire par
Yoshikawa, dans ce cas, la manipulabilite´ optimale est obtenue pour un rapport des longueurs des
membrures e´gales a` 1 et l’angle θ2 = ±π/2. Ces re´sultats ne concordent pas avec ceux obtenus
en utilisant d’autres indices comme le conditionnement de la jacobienne.
Le conditionnement de la matrice jacobienne κ(J) a e´te´ introduit par Salisbury et Craig dans
[6] comme mesure de la performance cine´matique des manipulateurs et pour parvenir a` obtenir
l’isotropie de ceux-ci. Les auteurs l’ont ensuite applique´ a` un manipulateur 2R planaire, ils
ont alors obtenu un rapport des longueurs des membrures e´gal a`
√
2/2 et la valeur de l’angle
θ2 = ±3π/4.
Un indice de mesure de performance est pre´sente´ dans [10], le Global Conditionning Index (CGI).
Il est aussi base´ sur le conditionnement de la jacobienne. Cet index cherche a` repre´senter la dis-
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tribution du conditionnement sur l’ensemble de l’espace de travail. Il est de´fini ainsi
CGI ≡
∫
W
( 1
κ
)dw∫
W
dw
Contrairement a` d’autres indices, le CGI est un indice global. L’application de cet indice au cas
d’un manipulateur planaire 2R permet de retrouver les re´sultats de [6]. Dans [10], l’application du
CGI a aussi e´te´ faite sur un manipulateur paralle`le. Cet indice est aise´ment applicable sur des cas
de manipulateurs simples, pour des manipulateurs a` architecture complexe, l’emploi de me´thodes
nume´riques devient ne´cessaire.
L’isotropie de position et l’isotropie d’orientation sont examine´es par Klein et Miklos dans [11]
qui de´finit l’isotropie spatiale comme le reflet de la capacite´ du manipulateur a` positionner et a`
orienter simultane´ment et inde´pendamment l’effecteur. Pour la pre´cision des manipulations a` un
point donne´ de l’espace de travail, l’isotropie spatiale du manipulateur est, selon les auteurs, la
premie`re caracte´ristique concerne´e.
Plusieurs indices de dexte´rite´ propose´s dans la litte´rature sont pre´sente´s par Klein et Blaho dans
[12] : le de´terminant pour les manipulateurs non redondants [13], la manipulabilite´ pour les ma-
trices jacobiennes rectangulaires [9], la de´composition en valeurs singulie`res des jacobiennes de
plein rang carre´es ou rectangulaires, le conditionnement de la jacobienne pour son estimation de
la pre´cision ou l’amplification des distorsions, exprime´ dans la norme 2. Le changement prononce´
de la valeur singulie`re minimale au voisinage d’une singularite´ sugge`re de prendre celle-ci comme
mesure locale de la dexte´rite´. Klein et Blaho, dans [12], ne peuvent conclure quant a` la supe´riorite´
d’une mesure par rapport a` une autre. Cependant, il y est montre´ qu’entre le de´terminant et le con-
ditionnement d’une jacobienne, si une configuration est optimale pour l’un, elle aura une valeur
raisonnable pour l’autre.
Une the´orie pour l’optimisation de la dexte´rite´ des manipulateurs a e´te´ de´veloppe´e par Park et
Brockett [14]. Une formulation de la dexte´rite´ et du volume de l’espace de travail inde´pendante des
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coordonne´es de repre´sentation a e´te´ donne´e. Une approche nouvelle et originale est pre´sente´e par
la relation qualitative entre la dexte´rite´ et l’espace de travail. Cependant, l’utilisation de notions
particulie`res comme celle de varie´te´s riemanniennes et leur pre´sentation succincte dans l’article
demande une spe´cialisation avance´e pour pe´ne´trer cet article qui semble e´noncer des re´sultats im-
portants pouvant eˆtre mis a` profit.
Une nouvelle mesure du conditionnement pour les manipulateurs se´riels a e´te´ formule´e par Ran-
jbaran et Angeles dans [15]. Cette mesure appele´e, par les auteurs, conditionnement de la dis-
position (layout conditionning) est fournie comme mesure de la dexte´rite´. La longueur de la
disposition (layout lenght) de´finie comme la valeur des moindres carre´s des distances des axes des
articulations au centre de la disposition (layout center), est utilise´e comme longueur caracte´ristique
pour homoge´ne´iser la matrice jacobienne. Le conditionnement de la disposition
κL ≡
√√√√ trm(J JT )
mmdet(J J
T
)
ou` m est le nombre de range´es de la jacobienne normalise´e J. La publication prouve l’ine´galite´
κF ≤ κL ≤ κm2 , le conditionnement de la disposition est ainsi borne´ par le conditionnement selon
la norme de Frobenius normalise´e et le conditionnement selon la norme 2. Cette mesure de la
dexte´rite´ nous semble, jusqu’a` pre´sent, la mesure la plus approprie´e et la plus e´volue´e pour la
de´termination de la dexte´rite´ des manipulateurs.
L’effet de la position des actionneurs sur la dexte´rite´ des manipulateurs a e´te´ e´tudie´ par Maton
et Roth dans [16], ils ont prouve´ qu’il est plus avantageux du point de vue de la performance
cine´matique d’un manipulateur de placer le plus d’actionneurs le plus pre`s possible de la base
plutoˆt que sur les membrures.
L’Index Global d’Isotropie (IGI), de´fini par Stoco, Salcudean et Sassani dans [17], a e´te´ utilise´
comme crite`re de performance. L’utilisation du GII comme mesure de la dexte´rite´ me`ne a` un
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proble`me d’optimisation minimax. Le IGI est un indice global qui est calcule´ dans tout l’espace
de travail W , et varie entre 0 et 1 correspondant respectivement aux configurations singulie`res et
isotropes.
La de´termination de toutes configurations isotropes possibles d’un manipulateur 4R sphe´rique
a e´te´ re´alise´e par Chablat et Angeles dans [18], les auteurs ont montre´ qu’il existe en tout 32 con-
figurations isotropes possibles pour un manipulateur 4R sphe´rique, et que ces 32 configurations
re´sultent de 8 configurations de base. Mais aucune e´tude de l’e´volution de la dexte´rite´ lors du
passage d’une configuration isotrope a` une autre n’a e´te´ faite. Les manipulateurs nR sphe´riques
ne peuvent avoir qu’un nombre fini de configurations isotropes lorsque n < 6. Ce re´sultat a e´te´
prouve´ dans le chapitre 3, mais dans ce cas aussi aucune e´tude de la dexte´rite´ n’a e´te´ re´alise´e.
Les diffe´rents indices pour la mesure de la performance des manipulateurs ont fait intervenir dans
leur de´finition, soit le de´terminant de la jacobienne par sa transpose´e, soit le conditionnement de
celle-ci, soit les deux [15], [17], [19]. Pour les manipulateurs non redondants a` 6 articulations, un
nouvel index local de mesure de dexte´rite´ a e´te´ introduit comme le produit de la manipulabilite´ et
du conditionnement de la jacobienne [20]. Les auteurs ont prouve´ que ce nouvel indice local est
inde´pendant du de´terminant de la jacobienne. Leur indice global de dexte´rite´ a e´te´ de´fini comme
la somme de l’indice local sur tout l’espace de travail du manipulateur. En conside´rant la dexte´rite´
a` partir de ce nouvel indice, les manipulateurs sphe´riques obtiennent une valeur de performance
globale e´leve´e.
S’appuyant sur une pre´ce´dente publication Mayorga, Carrera et Oritz dans [19] et Mayorca et
Carrera dans [21] ont de´fini un indice de performance cine´matique base´ sur le taux de variation
des conditions d’isotropie. Cet indice est de´fini par eux comme la somme des normes des varia-
tions de la matrice jacobienne dans le temps. Cette moyenne des variations de la jacobienne serait
pour eux plus significative que la valeur prise localement ou globalement par celle-ci. La valida-
tion de leur crite`re a e´te´ faite sur un manipulateur planaire et compare´ au crite`re de manipulabilite´
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de´fini par Yoshikawa dans [9] : W =
√
det(J(θ)JT (θ)) = σ1(θ)σ2(θ) · · ·σn(θ), ou` les σi(θ) sont
les valeurs singulie`res de la jacobienne J.
1.4.2 Design cine´matique
Le design des manipulateurs est conside´re´ le plus souvent a` partir des crite`res de performance et
de faisabilite´. Dans le domaine industriel, pour une taˆche de´termine´e, la facilite´ de fabrication du
manipulateur est un crite`re important. S’y adjoint le crite`re de dexte´rite´ particulie`rement lorsque
l’e´loignement des singularite´s, voire leur absence, est obtenu et que la cine´matique inverse en est
facilite´e.
L’isotropie spatiale de´finie dans [11] comme le reflet de la capacite´ du manipulateur a` position-
ner et a` orienter simultane´ment, et inde´pendamment, l’effecteur est utilise´e avec une technique
nume´rique pour la de´termination des designs isotropes. Elle est applique´e pour obtenir des exem-
ples de designs redondants et non redondants.
L’utilisation de la jacobienne pour de´terminer l’architecture des manipulateurs a e´te´ e´tudie´e par
Gonzales-Palacios, Angeles et Ranjbaran dans [22], puis applique´e pour obtenir deux manipula-
teurs redondants dont la matrice jacobienne est isotrope. Il y est montre´ que la matrice jacobi-
enne peut eˆtre une spe´cification du design et eˆtre utilise´e comme outil pour de´duire des archi-
tectures de manipulateurs qu’elle repre´sente. La minimisation du conditionnement pour obtenir
l’isotropie a` travers le choix des variables de design est une technique souvent utilise´e. Le manip-
ulateur isotrope DIESTRO, ayant une configuration isotrope, pre´sente´ par [23] avec la de´finition
du Kinematic Conditionning Index (KCI) k ≡ (100/κm)%, ou` κm = minθκ(J) est la valeur
minimum du conditionnement atteinte par le manipulateur concerne´. Ainsi, l’index KCI varie
entre 0% et 100%, il est de´fini a` partir d’une matrice jacobienne rendue pre´alablement homoge`ne.
Les conditions d’isotropie base´e sur un conditionnement optimal de la matrice jacobienne et sur
la manipulabilite´ optimale obtenue a` partir de la de´finition donne´e dans [9] ne donnent pas les
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meˆmes parame`tres de design. Dans [8], REDIESTRO, un manipulateur redondant 7R isotrope
est pre´sente´. La longueur permettant de minimiser le conditionnement et de rendre homoge`ne la
matrice jacobienne est calcule´e et nomme´e longueur caracte´ristique. Une fonction cible a` min-
imiser repre´sentant la racine de la norme de Frobenius d’une matrice M = JJT −σ2I en fonction
de l’ensemble de parame`tres de design. La re´solution de ce proble`me d’optimisation fournit les
parame`tres d’un design isotrope. Dans ce cas aussi, le manipulateur isotrope obtenu posse`de une
configuration isotrope. Dans [24], les fondements the´oriques pour la de´termination du design des
manipulateurs isotropes sont expose´s. L’auteur expose aussi la manie`re d’utiliser la matrice jaco-
bienne pour de´duire le design d’un manipulateur.
La me´thode dite de l’homotopie polynomiale continue [25] a e´te´ utilise´e pour de´terminer le design
ge´ome´trique des manipulateurs 3R en fonction des poses que l’on cherche a` leur faire atteindre.
La dexte´rite´ n’a pas e´te´ aborde´e par les auteurs.
Une nouvelle mesure de la dexte´rite´ des manipulateurs se´riels a e´te´ formule´e par [15]. Cette
mesure appele´e, conditionnement de la disposition est utilise´e pour la de´termination du design.
Des exemples nume´riques sur quelques manipulateurs industriels ont e´te´ re´alise´s pour illustrer la
signification de ce concept.
La de´termination d’un design optimal du point de vue de la manipulabilite´, en utilisant celle-
ci comme crite`re a` optimiser, en employant une me´thode par algorithme ge´ne´tique a e´te´ re´alise´e
par Khatami et Sassani dans [26]. Le Global Isotropy Index (GII), de´fini par [17], a e´te´ utilise´
par eux comme crite`re de performance. L’utilisation du GII comme mesure de l’isotropie en de-
sign robotique me`ne a` un proble`me d’optimisation minimax. Un premier algorithme ge´ne´tique
de´termine localement le minimum du rapport des valeurs singulie`res et a` cette position, et un sec-
ond algorithme ge´ne´tique de´termine le maximum de ce rapport a` travers les diffe´rents parame`tres
de design. En partant de la constatation que le conditionnement de la jacobienne a peu de sig-
nification pratique lorsque ses composantes ont des dimensions non uniformes, ces derniers ont
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pre´sente´ une technique de normalisation de la jacobienne pour rendre dimensionnellement ho-
moge`nes ses composantes.
Les concepts de dexte´rite´ et de manipulabilite´ pour la de´termination des designs ont aussi e´te´
applique´s aux manipulateurs paralle`les [27, 28]. Ces indices locaux utilise´s dans la litte´rature,
dans un premier temps, pour le design des manipulateurs se´riels ne sont pas tre`s approprie´s pour
les manipulateurs paralle`les selon [27]. Ils ne refle´teraient pas, pour ces derniers, la capacite´
de pre´cision dans l’exe´cution des taˆches. Les indices globaux applique´s aux manipulateurs par-
alle`les base´s sur les indices locaux sont discutables et leur e´valuation sur tout l’espace de travail
est souvent tre`s complexe. Cette e´valuation est un proble`me ouvert. Pour [27], l’indice global
de pre´cision le plus approprie´ serait la de´termination d’une quantite´ qui borne l’erreur maximale
de position et l’erreur maximale d’orientation. Bien qu’ayant montre´ l’insuffisance des indices
actuels de dexte´rite´ dans l’e´valuation de la pre´cision, comme le conditionnement de la matrice
jacobienne, sur un cas simple de manipulateur paralle`le, dans [27] aucune proposition susceptible
de faire e´voluer ces indices n’est faite, et l’ide´e que des indices plus e´volue´s pourraient servir a`
une meilleure e´valuation de la capacite´ d’un manipulateur a` se positionner et a` s’orienter avec
plus de pre´cision n’est pas souleve´e. Dans le chapitre 4, nous montrons aussi la ne´cessite´ de faire
e´voluer les indices actuels de dexte´rite´ et de manipulabilite´, tout en pre´sentant leur corre´lation
pour des manipulateurs se´riels non simplistes. L’indice pre´sente´ dans [27], appele´ l’erreur maxi-
male de positionnement (the maximum positioning error), a e´te´ applique´ aux deux manipulateurs
6R sphe´riques du chapitre 4. Les re´sultats obtenus montrent que, pour les manipulateurs se´riels,
ce crite`re est moins performant que le conditionnement de la disposition (Conditioning Layout)
[15].
Une approche ge´ome´trique simple a e´te´ applique´e a` un robot planaire a` 3 ddl pour e´valuer la
pre´cision du positionnement et de l’orientation [28]. Par cette approche ge´ome´trique, les erreurs
maximales d’orientation et de position cause´es par l’impre´cision de la commande (actionneurs)
sont e´value´es a` la position nominale. Cette approche ge´ome´trique est valable uniquement pour ce
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type de robots paralle`les n’ayant pas de singularite´. Elle n’est donc applicable ni a` d’autres types
de manipulateurs paralle`les ni aux manipulateurs se´riels.
Bien que certaines publications sur les manipulateurs paralle`les [27] montrent l’insuffisance des
indices actuels de dexte´rite´ et de manipulabilite´ comme quantificateurs de la capacite´ de pre´cision,
elles n’abordent pas la possibilite´ de faire e´voluer ces indices pour les faire tendre progressive-
ment vers une quantification plus exacte de la dexte´rite´ d’un manipulateur. Elles n’ont pas non
plus fourni de base a` partir de laquelle on pourrait de´buter pour faire e´voluer les indices actuels
de dexte´rite´ et de manipulabilite´. Concernant les manipulateurs se´riels, nous parvenons aussi a` la
meˆme conclusion dans cette the`se. Cependant, avec le conditionnement de la disposition (Condi-
tioning Layout), Ranjbaran, Angeles et Kecskemethy ont montre´ dans [15], que cette ame´lioration
e´tait possible. Les chapitres 4 et 5 de cette the`se fournissent des exemples concrets de manipu-
lateurs sur lesquels on peut s’appuyer pour e´tudier l’e´volution ne´cessaire des indices utilisant la
matrice jacobienne.
1.5 Justificatifs de la the`se
Dans une configuration isotrope, un manipulateur voit ses capacite´s cine´matiques ame´liore´es, il
posse`de alors une meilleure capacite´ de positionner et d’orienter son effecteur. Dans [18] notam-
ment, Angeles mentionne que l’isotropie ge´ne`re de la robustesse dans la fabrication, l’assemblage
et la mesure des erreurs et ainsi garantit un maximum de pre´cision dans l’orientation.
Cette the`se se base sur l’hypothe`se que l’isotropie peut eˆtre source de pre´cision, c’est-a`-dire que
dans une configuration isotrope, un manipulateur a potentiellement plus de capacite´ de pre´cision
dans l’exe´cution des taˆches a` accomplir, ce qui ne prouve pas pour autant que les diffe´rents in-
dices donne´s jusqu’a` pre´sent dans la litte´rature soit les quantificateurs de´finitifs de cette capacite´
a` orienter et a` positionner avec pre´cision l’effecteur.
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Nous avons vu dans les sections 1.3 et 1.4 l’importance de la notion d’isotropie et son utili-
sation dans l’ame´lioration des performances cine´matiques des manipulateurs ainsi que dans la
de´termination de leur design. Mais, jusque-la`, l’isotropie n’a e´te´ obtenue et utilise´e que pour
des configurations fixes ou des parcours triviaux de´coulant de celles-ci. De´passer les situations
triviales, et e´tendre l’utilisation de l’isotropie a` des taˆches courantes plus complexes procure des
avantages que cette the`se a cherche´ a` atteindre. De ce point de vue, l’objectif a e´te´ d’e´tendre,
dans un premier temps, l’utilisation de l’isotropie a` des parcours continus non triviaux, et dans
un deuxie`me temps a` des surfaces ou meˆme des volumes, e´tant donne´, qu’en ge´ne´ral, les travaux
industriels ne doivent probablement pas s’effectuer sur des parcours isotropes triviaux.
1.6 Structure de la the`se
Les objectifs a` atteindre ont ne´cessite´ la de´termination pre´alable de re´sultats ade´quats a` une
de´marche ordonne´e. Dans ce sens, nous avons d’abord pre´cise´ les conditions qui permettent
l’extension des conditions d’isotropie a` des parcours continus. Pour cela, nous avons de´montre´
qu’un minimum de 6 articulations e´tait ne´cessaire pour les manipulateurs nR se´riels pour avoir
des parcours isotropes continus. Partant de la`, nous avons alors pu de´terminer un manipulateur 6R
sphe´rique capable de garder constamment une configuration isotrope pour toute orientation de son
effecteur. Ainsi, une surface isotrope est obtenue. Par la suite, nous avons alors pu de´terminer une
surface isotrope en positionnement pour un manipulateur 4R se´riel. Puis, de cette dernie`re, il sera
peut-eˆtre possible, de de´terminer un manipulateur isotrope en orientation, en positionnement ou
globalement sur un volume. Ainsi, a` la suite des re´sultats obtenus dans cette the`se, la possibilite´
d’extension des avantages de l’isotropie aux taˆches complexes devient alors possible.
Cette the`se consiste en six chapitres. L’introduction, la revue de litte´rature, la terminologie de
base en robotique, les e´le´ments de base pour de´finir l’architecture des manipulateurs ainsi que le
but de l’e´tude sont pre´sente´s dans le chapitre 1. Les parcours et surfaces isotropes continus sont
de´finis et leurs avantages pre´sente´s. Diffe´rents travaux sur la dexte´rite´ des manipulateurs sont
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pre´sente´s, ainsi qu’une revue des diffe´rents concepts et indices de performances qui mesurent la
dexte´rite´ des manipulateurs. Ces mesures se basent sur la matrice jacobienne du manipulateur, et
ses proprie´te´s, point central de toutes les mesures de performances dans la litte´rature.
Dans le chapitre 2, la proprie´te´ d’isotropie de la matrice jacobienne est pre´sente´e en rapport avec
les aspects the´oriques du conditionnement des matrices. Le conditionnement de la matrice jaco-
bienne applique´ a` la dexte´rite´ est discute´ avec les notions de distance aux singularite´s et de sen-
sibilite´ des syste`mes line´aires aux perturbations. Le conditionnement des matrices en ge´ne´ral est
calcule´ suivant diffe´rentes normes comme celle de Frobenius. La proprie´te´ d’isotropie de la ma-
trice jacobienne, utilise´e pour l’obtention d’une plus grande pre´cision du parcours de l’effecteur,
est expose´e a` travers des exemples.
Le chapitre 3 prouve l’inexistence de manipulateur nR se´riel sphe´rique ayant un parcours isotrope
continu pour n < 6. Une me´thode ge´ome´trique est utilise´e pour obtenir ce re´sultat difficile a`
avoir par une me´thode alge´brique si tant est qu’on puisse l’obtenir de cette fac¸on. La re´solution
alge´brique de syste`mes non line´aires e´tant souvent trop complexe pour l’obtention de la solution
ge´ne´rale. D’une manie`re ge´ne´rale, pour les manipulateurs nR se´riels, l’obtention de parcours
continus isotropes ou de surfaces isotropes ne peut se re´aliser si le manipulateur a moins de 6
articulations.
Le chapitre 4 prouve l’existence d’un manipulateur 6R sphe´rique ayant toute la sphe`re comme
surface isotrope dans l’espace ope´rationnel. L’effecteur de ce manipulateur peut prendre toutes
les orientations possibles dans l’espace pendant que ce dernier conserve constamment une con-
figuration isotrope. Le design du manipulateur est pre´sente´ ainsi qu’un parcours isotrope de ce
manipulateur avec les courbes de´crites par les diffe´rentes articulations. En premie`re partie, un
manipulateur ayant constamment des configurations isotropes sur seulement une demi-sphe`re est
pre´sente´. Les deux manipulateurs sont redondants et ont deux articulations qui restent constam-
ment bloque´es pour rester constamment dans une configuration isotrope.
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Le chapitre 5 pre´sente un manipulateur 4R se´riel qui garde constamment une configuration isotrope
lorsque le point d’ope´ration de son effecteur parcourt la surface d’une sphe`re qui a e´te´ de´finie
comme la sphe`re d’isotropie. Dans son espace de travail, ce manipulateur posse`de aussi deux
sphe`res de singularite´s sur lesquelles il garde constamment une configuration singulie`re quand
le point d’ope´ration de son effecteur parcourt l’une ou l’autre. Sur toutes les sphe`res comprises
entre les sphe`res de singularite´s et la sphe`re d’isotropie, la jacobienne du manipulateur a un con-
ditionnement constant sur chacune d’entre elles. Dans ce cas aussi, ce manipulateur est redondant
avec deux articulations qui restent fixes. On constate qu’il a suffi de seulement 4 articulations pour
obtenir l’isotropie de position sur une sphe`re, alors qu’il en faut au moins 6 pour obtenir l’isotropie
d’orientation sur la meˆme surface. Il y est montre´ aussi qu’un manipulateur peut eˆtre au voisinage
de l’isotropie en orientation et en meˆme temps au voisinage de la singularite´ en positionnement.
Le chapitre 6 correspond a` la conclusion. Un re´sume´ des re´sultats et des contributions principales
de la the`se sont pre´sente´s avec les e´volutions qui peuvent eˆtre de´veloppe´es a` partir de ceux-ci.
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CHAPITRE 2
CONDITIONNEMENT ET ISOTROPIE
Le but de ce chapitre est d’e´tablir les bases de l’analyse de la the`se en se re´fe´rant a` la litte´rature.
En me´canique, comme dans de nombreux domaines, la de´termination de l’ampleur des impre´cis-
ions ou des erreurs de calibrage, de fabrication ou de mesure, est une taˆche primordiale dans le
contexte d’une e´volution technologique vers toujours plus de pre´cision.
Les impre´cisions et erreurs peuvent provenir de deux sources diffe´rentes : l’erreur machine dans
l’exe´cution de la taˆche (fabrication, mesure, e´talonnage, etc.) ou l’erreur de calcul lors de la
re´solution des e´quations du proble`me en question. Il est souvent possible de de´terminer, voire
mesurer, l’erreur finale globale. Dans cette dernie`re sont indistinctement amalgame´es ces deux
sources d’impre´cision ou d’erreur, et il est souvent tre`s difficile, voire impossible, de de´terminer
dans l’erreur globale la part de chacune des erreurs respectives. Cela provient du fait qu’une
amplification des erreurs se produit toujours lors de la re´solution de syste`mes line´aires faisant in-
tervenir des matrices, plus ou moins mal conditionne´es, ou d’une manie`re ge´ne´rale non isotropes.
Plus un syste`me d’e´quations est mal conditionne´ plus l’amplification de l’erreur de calcul est im-
portante. D’une manie`re ge´ne´rale, il n’existe qu’un seul moyen de connaıˆtre exactement l’erreur
machine dans l’erreur finale : savoir que l’amplification des erreurs sur les donne´es est nulle.
Cela se produit justement lorsque le syste`me line´aire a` re´soudre se trouve parfaitement condi-
tionne´, c’est-a`-dire lorsque son conditionnement est e´gal a` l’unite´. En d’autres termes, lorsqu’il
est isotrope.
Pour cette raison, dans cette the`se, l’accent est mis sur les manipulateurs repre´sente´s par des
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syste`mes isotropes, car ils devraient permettre normalement des exe´cutions plus pre´cises de leurs
taˆches, e´tant donne´ que pour ces manipulateurs il n’existe aucune erreur de calcul dans l’erreur
finale. Dans leur cas, leurs erreurs de calcul e´tant toujours nulles, il est plus facile de les calibrer
de manie`re a` diminuer les e´carts.
2.1 Matrices isotropes
Les matrices orthogonales et unitaires ont un conditionnement optimal. Elles ne sont pas les seules
ayant cette proprie´te´, d’autres matrices la posse`dent aussi. Toutes les matrices ayant un condition-
nement optimal appartiennent a` l’ensemble des matrices dites isotropes.
De´finition 6 : Une matrice A rectangulaire m × n est dite isotrope si le produit matriciel AAT
lorsque m < n ou bien ATA lorsque m ≥ n est un multiple de la matrice identite´.
Les valeurs singulie`res d’une matrice A sont les racines carre´es des valeurs propres de AAT . Les
valeurs propres sont lie´es aux directions invariantes par la transformation. Ainsi, la transforme´e
par A de la direction porte´e par le vecteur propre x reste invariante. Les valeurs singulie`res con-
tiennent l’information sur la me´trique, c’est-a`-dire les distances, sur cette transformation A. La
figure 1.1 est l’image du cercle unite´ par A; c’est un ellipsoı¨de dont les longueurs des demi-axes
correspondent aux valeurs singulie`res maximale et minimale de A.
Dans la revue de litte´rature, nous avons vu diffe´rentes mesures de performances cine´matiques
des manipulateurs qui utilisent le conditionnement de la matrice jacobienne κ(J) avec J ∈ IRm×n
comme mesure de la distance aux singularite´s ainsi que comme mesure de l’amplification des er-
reurs dans la re´solution des syste`mes line´aires Ax = b, que ces syste`mes soient sur-de´termine´s
(m > n), de´termine´s m = n ou sous-de´termine´s m < n.
La distance aux singularite´s de la jacobienne, de´finie par 1/κ(J), tend vers 0 lorsque la matrice
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J est mal conditionne´e c’est-a`-dire lorsque κ(J) −→ ∞, tandis que l’amplification des erreurs
tend a` devenir tre`s grande. Inversement, la distance aux singularite´s tend vers sa valeur max-
imale, c’est-a`-dire vers 1, lorsque la matrice jacobienne J tend a` devenir isotrope, tandis que
l’amplification des erreurs tend a` devenir nulle.
Dans le cas ou` la matrice A est singulie`re, il n’existe pas de solution pour certaines valeurs de b,
tandis que pour d’autres la solution n’est pas unique. Ainsi, si A est proche de singularite´s, on
peut dans certains cas s’attendre a` de grandes variations de la solution x pour seulement de petites
variations de A ou b. Lorsque A est proche de l’isotropie, a` de petites variations en A et b ne
correspondront que de petites variations de la solution x.
En prenant κ(J) = σ1/σn avec σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σn, on voit que si J tend vers une singu-
larite´ alors sa valeur singulie`re minimale σn −→ 0 et donc κ(J) −→∞.
Si J tend vers l’isotropie σ1 −→ σn donc κ(J) −→ 1
Ainsi, lorsque le conditionnement est e´gal a` 1, toutes les valeurs singulie`res de J sont identiques;
elles valent la valeur singulie`re commune σ. Nous avons
κF (J) =
√
tr(JJT )tr((JJT )−1) (2.1)
avec
tr(JJT ) = σ1 + σ2 + ... + σn (2.2)
tr((JJT )−1) =
1
σ1
+
1
σ2
+ ... +
1
σn
(2.3)
2.2 Manipulateurs isotropes
De´finition 7 : L’isotropie cine´matique est la capacite´ d’un manipulateur a` produire des mouve-
ments et des forces avec une pre´cision e´gale dans toutes les directions.
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Les activite´s quotidiennes de l’eˆtre humain dans lesquelles il peut appliquer des mouvements
et des forces de manie`re e´gale dans toutes les directions sont perc¸ues comme plus confortables.
Soit un manipulateur se´riel dont la jacobienne normalise´e est J = [AT BT ]T ∈ R6×n, avec
A ∈ R3×n et B ∈ R3×n.
De´finition 8 : Un manipulateur est dit isotrope si sa matrice jacobienne normalise´e J ∈ R6×n
est isotrope en au moins un point de son espace de travail.
De´finition 9 : Un manipulateur est dit isotrope en orientation si sa sous-matrice jacobienne A ∈
R3×n est isotrope en au moins un point de son espace de travail.
De´finition 10 : Un manipulateur est dit isotrope en position si sa sous-matrice jacobienne B ∈
R3×n est isotrope en au moins un point de son espace de travail.
Remarque 1 : L’isotropie cine´matique d’un manipulateur est le re´sultat d’un choix particulier
des parame`tres de Denavit-Hartenberg qui de´finissent l’architecture du manipulateur.
Remarque 2 : Un manipulateur nR se´riel isotrope posse`de au moins un cercle de configura-
tions isotropes dans son espace ope´rationnel. Cela de´coule du fait que la rotation autour de la
premie`re articulation ne change pas l’e´tat d’isotropie du manipulateur puisque cela revient a` re-
garder le meˆme manipulateur sous un autre angle.
Remarque 3 : Un manipulateur qui ne peut atteindre aucune posture isotrope est dit non isotrope.
Le manipulateur REDIESTRO est un manipulateur isotrope [8].
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2.3 Design isotrope des manipulateurs
Pour un manipulateur se´riel nR, la matrice jacobienne J est de dimension 6 × n, et JJT est
de dimension 6 × 6. Ainsi, la re´solution de l’e´quation matricielle JJT = σ2I donne lieu a` un
syste`me sur-de´termine´ si n < 6 ou a` un syste`me sous-de´termine´ si n > 6. Le conditionnement
de la matrice jacobienne pre´sente´ dans les sections pre´ce´dentes sera le crite`re principal pour la
de´termination du design des manipulateurs.
Avec ei vecteur unitaire portant l’axe de rotation de la ie`me articulation, et ri le vecteur
−−−−→
OiOi+1.
Dans [2], on a
J =
 e1 e2 ... en
1
L
e1 × r1 1Le2 × r2 ... 1Len × rn
 =
 A
1
L
B
 (2.4)
A ≡
[
e1 e2 ... en
]
, B ≡
[
e1 × r1 e2 × r2 ... en × rn
]
(2.5)
La condition d’isotropie JJT = σ2I est un syste`me de 36 e´quations a` m inconnues. Comme JJT
est syme´trique, il n’y a donc que 21 e´quations inde´pendantes. Nous savons que les parame`tres
de Denavit-Hartenberg (DH) de´terminent entie`rement le design d’un manipulateur. Or, pour tout
manipulateur nR se´riel 4n− 3 parame`tres suffisent a` de´termine´ son design. Ces parame`tres sont
Les longueurs a1, a2, ..., an
les longueurs b2, b3, ..., bn
les angles α1, α1, ..., αn−1
et les angles θ2, θ3, ..., θn
car aucun vecteur ei et aucun vecteur ri ne de´pendent de αn, et les valeurs de θ1 et b1 ne changent
pas l’isotropie du manipulateur.
La recherche d’un design isotrope d’un manipulateur nR se´riel impose donc la re´solution d’un
syste`me sous-de´termine´ de 21 e´quations a` m = 4n − 3 inconnues si n > 6, la re´solution d’un
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syste`me sur-de´termine´ de 21 e´quations a` m = 4n − 3 inconnues si n < 6, ou la re´solution d’un
syste`me de´termine´ de 21 e´quations a` 21 inconnues si n = 6.
La condition d’isotropie JJT = σ2I donne [24]
JJT =
 AAT 1LABT
1
L
BAT 1
L2
BBT
 = σ2
 I O
O I
 (2.6)
ou` I est la matrice identite´ 3 × 3 et O est la matrice nulle 3 × 3. La condition d’isotropie est
e´quivalente aux trois e´quations matricielles suivantes :
AAT = σ2I (2.7)
ABT = O (2.8)
1
L2
BBT = σ2I (2.9)
Les valeurs de σ et de L peuvent eˆtre de´termine´es a` partir des e´quations (2.7) et (2.9). En effet, en
conside´rant la trace des deux membres de l’e´quation (2.7), nous obtenons
tr
(
AAT
)
= tr
(
n∑
i=1
eie
T
i
)
= 3σ2 (2.10)
Or
tr
(
n∑
i=1
eie
T
i
)
=
n∑
i=1
eTi ei = n (2.11)
car les vecteurs ei sont unitaires. Donc
3σ2 = n (2.12)
ainsi, la valeur singulie`re commune de la matrice jacobienne d’un manipulateur nR se´riel dans
une configuration isotrope est uniquement fonction du nombre d’articulations du manipulateur.
Nous avons par 2.9
1
L2
(
n∑
i=1
(ei × ri)(ei × ri)T
)
= σ2I3×3
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De meˆme, si nous e´galisons la trace des deux membres de l’e´quation (2.9), nous obtenons
tr
(
1
L2
BBT
)
=
1
L2
tr
(
n∑
i=1
(ei × ri)(ei × ri)T
)
(2.13)
Or
tr
(
n∑
i=1
(ei × ri)(ei × ri)T
)
=
n∑
i=1
(ei × ri)T (ei × ri) =
n∑
1
‖ ei × ri ‖2 (2.14)
puisque σ2 = n/3, donc la longueur caracte´ristique L, utilise´e pour homoge´ne´iser la matrice
jacobienne, est donne´e par
L2 =
∑n
i=1 ‖ ei × ri ‖2
n
(2.15)
2.4 Me´thodes de de´termination d’un design isotrope
Deux me´thodes sont utilise´es pour de´terminer un design isotrope de manipulateurs. La premie`re
est une me´thode d’optimisation du couˆt d’une fonction sur les 4n − 3 parame`tres a` de´terminer
sujets aux conditions d’isotropie. La seconde me´thode consiste a` re´duire dans le syste`me ma-
triciel (2.6) le nombre de 4n− 3 parame`tres a` 21 et de re´soudre un syste`me de 21 e´quations a` 21
inconnues.
2.4.1 Me´thode d’optimisation
Cette premie`re approche consiste a` de´terminer les variables du design isotrope en optimisant une
fonction couˆt qui pe´nalise la violation des e´quations d’isotropie. Pour cela, une fonction z est
de´finie comme la distance du design a` l’isotropie. Cette distance est obtenue a` partir des 4n − 3
variables de design et de´finie a` partir de la norme de Frobenius. Nous de´finissons une matrice M
par ([2], [5] et [8])
M = JJT − σ2I (2.16)
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la matrice M est donc utilise´e pour effectuer la mesure de la distance de la matrice jacobienne a`
l’isotropie. Ainsi, nous avons un proble`me d’optimisation sans contrainte
z ≡‖ M ‖−→ min
x
(2.17)
e´quivalent a`
z ≡
√
tr(MMT) −→ min
x
(2.18)
ou` x est le vecteur forme´ des 4n− 3 parame`tres a` de´terminer et de la longueur caracte´ristique L.
Une me´thode nume´rique a e´te´ utilise´e par Angeles et Ranjbaran dans [8] pour re´soudre le pre´ce´dent
proble`me d’optimisation ce qui a permis d’avoir les parame`tres de DH du manipulateur isotrope
REDIESTRO.
2.4.2 Me´thode de re´solution alge´brique de syste`me
La seconde approche consiste soit a` de´terminer les inconnues dans le cas des syste`mes sur-
dimensionne´s, soit a` conside´rer certaines variables comme des parame`tres dans le cas de syste`mes
sous-dimensionne´s. Le syste`me d’e´quations non line´aires peut alors eˆtre re´solu soit de manie`re
nume´rique, soit alge´briquement en imposant certaines contraintes aux variables pour simplifier la
re´solution alge´brique.
Nous avons re´solu alge´briquement, avec des restrictions, le syste`me d’e´quations non line´aires
pour un manipulateur sphe´rique se´riel ayant 5 articulations. ´Etant donne´ le choix d’un manipu-
lateur sphe´rique, seule l’isotropie d’orientation a e´te´ prise en compte. La matrice jacobienne J
d’un manipulateur se´riel sphe´rique ayant n articulations est J = [e1 e2 ... en] ou` ei est le vecteur
unitaire indiquant la direction de l’axe de la ie`me articulation. La relation cine´matique entre le
vecteur vitesse angulaire ω de l’effecteur et le vecteur θ˙ = [θ˙1, θ˙2, ..., θ˙n]T est Jθ˙ = ω.
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2.5 Isotropie de positionnement
Re´soudre, dans le cas ge´ne´ral, le syste`me repre´sentant les conditions d’isotropie de position d’un
manipulateur nR se´riel est tre`s complexe, car la de´termination des vecteurs ri ne´cessaires, pour
connaıˆtre la position des articulations de´pend des valeurs des θi, qui sont eux-meˆmes a` de´terminer.
Le syste`me a` re´soudre e´tant non line´aire, les restrictions qui permettent d’obtenir des solutions
ne´cessaires pour avoir des parcours continus isotropes, fournissent le plus souvent des solutions
triviales de peu d’inte´reˆt. La variation des vecteurs ri de´place les articulations dans l’espace
de travail, ce de´placement se fait par la variation des angles θi, i = 1, 2...n. Les rotations des
articulations changent les coordonne´es des vecteurs ei, i = 2...n, et ceux-ci varient dans le temps
au cours du parcours continu. Ainsi, la grande complexite´ de l’isotropie de position est qu’elle
impose de ve´rifier a` chaque point du parcours l’e´galite´ entre les vecteurs utilise´s pour le calcul de
l’isotropie de position et ceux atteints par les vecteurs unitaires portant les axes des articulations
du manipulateur. Les me´thodes nume´riques donnent des positions fixes, et sont peu utiles dans la
recherche de parcours continus isotropes non triviaux.
2.5.1 Existence d’une infinite´ de manipulateurs planaires 4R isotropes
Comme nous le voyons sur la figure 2.1, conside´rons le carre´ ABCD de centre O origine du
repe`re (O, i, j). Plac¸ons 4 articulations rotoı¨des centre´es en O1, O2, O3 et O4 respectivement sur
les segments [OA], [OB], [OC] et [OD]. Puis plac¸ons le point d’ope´ration de l’effecteur en O. O1
et O2 sont place´s de manie`re a` avoir la meˆme ordonne´e a, et O3 et O4 la meˆme ordonne´e b.
Nous avons alors r1 = [a a]T , r2 = [−a a]T , r3 = [−b − b]T et r4 = [b − b]T , ce qui nous
donne la matrice jacobienne
J =
−a −a b b
a −a −b b

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Figure 2.1 Manipulateur planaire 4R isotrope en positionnement
l1
l2
l3
l4
A B
CD
O|↑−→
p˙ = Jθ˙ avec θ˙ =

θ˙1
θ˙2
θ˙3
θ˙4

qui est isotrope si ab 6= 0. Ainsi, pour chaque couple (a, b) ∈ IR2 tel que ab 6= 0, nous obtenons
un manipulateur 4R planaire isotrope tel que celui montre´ a` la figure 2.1.
Dans la figure 2.1, en prenant O1O2 = l1, O2O3 = l2, O3O4 = l3, nous avons
θ2(t) = 3π/4 − arctan( l3l1 ), θ3(t) = 3π/4 − arctan( l1l3 ) et θ4(t) = 3π/4. Ainsi, les fonctions
θ2(t), θ3(t) et θ4(t) sont des fonctions constantes ∀t, donc continues. La fonction vectorielle
θ(t) = [θ1(t), θ2(t), θ3(t), θ4(t)]
T est alors un parcours continu isotrope dans l’espace articulaire
du manipulateur 4R pourvu que la fonction θ1(t) soit continue.
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2.5.2 Manipulateurs de positionnement planaires nR isotropes
Comme nous le voyons sur la figure 2.2, conside´rons le polygoˆne a` n coˆte´sA0, A1...An−1 de centre
O origine du repe`re (O, i, j). Plac¸ons n articulations rotoı¨des centre´es en les pointsA0, A1...An−1.
Puis, plac¸ons le point d’ope´ration de l’effecteur en O. Les points A0, A1...An−1 sont situe´s sur un
cercle de centre O. Sans perte de ge´ne´ralite´, supposons ce cercle unitaire. On a alors
OAi = −ri =
cos(2πi/n)
sin(2πi/n)
 =
C 2piin
S 2pii
n
, pour i = 0, 1.....(n− 1)
Nous obtenons alors la matrice jacobienne suivante sin(0) sin(2πn ) · · · sin(2πin ) · · · sin(2(n−1)πn )
− cos(0) − cos(2π
n
) · · · − cos(2πi
n
) · · · − cos(2(n−1)π
n
)

qui est isotrope si n > 2 car
sin2(0) + sin2(
2π
n
) + · · ·+ sin2(2πi
n
) + · · ·+ sin2(2(n− 1)π
n
) =
n
2
cos(0)2 + cos2(
2π
n
) + · · ·+ cos2(2πi
n
) + · · ·+ cos2(2(n− 1)π
n
) =
n
2
sin(0) cos(0) + · · ·+ sin(2πi
n
) cos(
2πi
n
) + · · ·+ sin(2(n− 1)π
n
) cos(
2(n− 1)π
n
) = 0
(2.19)
Soit j le nombre complexe ve´rifiant j2 = −1 . L’e´quation 2.19a s’obtient par
n−1∑
p=0
sin2(
2πp
n
) =
n−1∑
p=0
(
exp(2πpj
n
)− exp(−2πpj
n
)
2j
)2
= −1
4
(
−2n + 2
n−1∑
p=0
cos(
4πp
n
)
)
=
n
2
.
car
n−1∑
p=0
cos(
4πp
n
) = 0
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Figure 2.2 Manipulateur planaire nR isotrope. La base est en A1.
Ainsi, pour tout n > 2, il existe au moins un manipulateur planaire nR isotrope en position.
Les articulations du manipulateur nR, de la figure 2.2, sont re´parties de manie`res re´gulie`res sur un
cercle. Cependant, cette contrainte de re´partition re´gulie`re des articulations n’est pas obligatoire.
Le manipulateur de la figure 2.3 est un manipulateur planaire 8R isotrope sans que ses articula-
tions soient e´quidistantes du point d’ope´ration de l’effecteur. Cela peut eˆtre ge´ne´ralise´ a` tous les
manipulateurs nR planaires.
Montrons-le pour n = 2p pair.
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Figure 2.3 Manipulateur planaire 8R isotrope en positionnement
|↑−→
J =
sin(0) sin(2π2p ) · · · sin(2pπ2p ) · · · sin(2(2p−1)π2p )
cos(0) − cos(2π
2p
) · · · − cos(2pπ
2p
) · · · cos(2(2p−1)π
2p
)

Pour tout k ∈ [0 , n − 1], il y a un terme dont l’angle est 2kπ/2p. Multiplions les termes pour
lesquels k est pair par a et ceux pour lesquels k est impair par b. Mettons les premiers dans la
matrice J1 et les seconds dans la matrice J2, et posons J = [J1 J2]. La permutation des colonnes
de la matrice J conserve l’isotropie, donc la matrice J est isotrope car les deux matrices J1 et J2
le sont
J1 = a
 sin(0) · · · sin(2(2i)π2p ) · · · · · · sin(2(2p−2)π2p )
− cos(0) · · · − cos(2(2i)π
2p
) · · · − cos(2(2p−2)π
2p
)

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J2 = b
 sin(2π2p ) · · · sin(2(2i+1)π2p ) · · · sin(2(2p−1)π2p )
− cos(2π
2p
) · · · − cos(2(2i+1)π
2p
) · · · − cos(2(2p−1)π
2p
)

Ainsi, pour tout couple (a, b) ∈ IR2, tel que ab 6= 0, la matrice JJT est multiple de la matrice
identite´. Donc, pour n > 2 pair, il existe une infinite´ de manipulateurs planaires nR isotropes en
positionnement.
2.6 Conclusion
Dans ce chapitre ont e´te´ pre´sente´s la notion d’isotropie ainsi que les fondamentaux ne´cessaires,
utilise´s dans les chapitres suivants, a` la de´termination de manipulateurs non simplistes ayant une
dexte´rite´ optimale. La porte´e de la notion d’isotropie a e´te´ expose´e. Cependant, les notions fonda-
mentales, a` la base du conditionnement, comme les normes vectorielles, les normes matricielles,
les e´quivalences entre normes et l’inverse ge´ne´ralise´e d’une matrice n’ont pas e´te´ approfondies,
car elles sont largement connues et re´pandues dans la litte´rature en alge`bre line´aire.
L’importance du conditionnement, sur lequel s’appuie le concept de dexte´rite´ d’un manipulateur,
dans l’amplification des erreurs d’arrondis qui peuvent lourdement entacher le re´sultat, lors de la
re´solution des syste`mes line´aires, a aussi e´te´ pre´sente´e pour permettre de bien percevoir la porte´e
de la notion d’isotropie. Des exemples de manipulateurs planaires isotropes en positionnement
ont e´te´ expose´s, et un exemple simple de parcours isotrope continu d’un manipulateur 4R planaire
a e´te´ explicite´.
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CHAPITRE 3
ISOTROPIE DES MANIPULATEURS SPH ´ERIQUES
3.1 Introduction
Pour de´crire l’orientation d’un corps rigide, les parame`tres d’Euler-Rodrigues peuvent eˆtre utilise´s.
Ce sont quatre re´els ve´rifiant a2 + b2 + c2 + d2 = 1. Toute rotation dans R3 est de´termine´e de
manie`re unique par son axe de rotation, de vecteur directeur e, et par l’angle de rotation φ. Les
parame`tres d’Euler-Rodrigues sont alors de´finis par r ≡ sin(φ/2)e et r0 ≡ cos(φ/2). Contraire-
ment aux angles d’Euler, les parame`tres d’Euler-Rodrigues n’induisent pas singularite´s.
L’espace de travail d’un manipulateur sphe´rique est de´crit par 4 parame`tres lie´s par une con-
trainte. De ce fait, les parame`tres d’Euler-Rodrigues sont un outil ade´quat pour de´crire l’espace
de travail d’un manipulateur sphe´rique. Quatre parame`tres lie´s par une contrainte fournissent
trois variables. Il faut trois variables pour de´crire l’orientation de l’effecteur dans l’espace. La
de´finition d’un parcours isotrope, qui a e´te´ initialement conside´re´e en se basant sur deux variables
pour de´crire la sphe`re unitaire de R3 est fausse. Car les variables pour de´crire l’orientation d’un
corps rigide de´crivent la sphe`re unitaire de R4.
La fonction d’un manipulateur sphe´rique est d’orienter un solide. En maintenant la variable artic-
ulaire de la dernie`re articulation d’un manipulateur nR sphe´rique constante, le point d’ope´ration
de l’effecteur de ce manipulateur peut se positionner sur tout point de la sphe`re. Puis, en faisant
varier la dernie`re variable articulaire, on peut obtenir toute orientation de l’effecteur. Puisque la
valeur de la variable articulaire de la dernie`re articulation n’influe pas sur l’isotropie d’un manipu-
lateur sphe´rique, si le point d’ope´ration de l’effecteur peut se positionner sur tout point de la sphe`re
pendant que le manipulateur se trouve dans une configuration isotrope, alors le manipulateur nR
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sphe´rique sera dans une configuration isotrope pour toute orientation de son effecteur. De ce fait
deux parame`tres (angles) suffisent a` pre´ciser n’importe quelle position du point d’ope´ration de
l’effecteur du manipulateur sphe´rique sur la sphe`re. Une fois le point d’ope´ration positionne´ sur
la sphe`re, la rotation autour de l’axe de la dernie`re articulation (angle) permet l’orientation de´sire´e
de l’effecteur. Ainsi, si le point d’ope´ration de l’effecteur peut se positionner sur tout point de la
sphe`re alors le manipulateur sphe´rique peut produire toutes les orientations de l’effecteur.
Un parcours continu isotrope d’un manipulateur se´riel se de´finit plutoˆt dans l’espace articulaire
de ce dernier. Pour passer d’un point de l’espace carte´sien a` un autre l’effecteur du manipula-
teur de´crit ne´cessairement un parcours meˆme lorsque les composantes du vecteur θ, ayant pour
composantes les variables articulaires du manipulateur, est une fonction vectorielle continue dans
l’espace articulaire. En conse´quence, la de´finition d’un parcours continu istrope est maintenant
faite dans l’espace articulare et non plus dans l’espace ope´rationnel.
Un parcours isotrope continu trivial est une courbe continue de longueur non nulle qui est circu-
laire et incluse dans un plan perpendiculaire a` l’axe de la premie`re articulation. Elle est parcourue
par le point d’ope´ration de l’effecteur d’un manipulateur qui garde constamment une configura-
tion isotrope pendant que le point d’ope´ration de son effecteur parcourt cette courbe. Les courbes
continues isotropes et les surfaces isotropes ont e´te´ de´finies dans le chapitre 1. Dans ce chapitre,
nous montrons qu’il n’existe pas de manipulateur se´riel nR sphe´rique ayant un parcours isotrope
continu non trivial si n < 6. En d’autres termes, le point d’ope´ration de l’effecteur de tout manip-
ulateur nR sphe´rique ou` n < 6 ne peut parcourir de courbe continue isotrope non triviale pendant
que ce dernier garde constamment une configuration isotrope. Ce re´sultat est nouveau.
Jusqu’a` re´cemment, l’e´tude des manipulateurs sphe´riques isotropes s’est limite´e au cas simple
des manipulateurs 3R, et au cas des manipulateurs 4R que Chablat et Angeles ont e´tudie´ de
manie`re exhaustive [18]. Ils ont de´montre´ alge´briquement qu’il existe exactement 32 configu-
rations isotropes pour les manipulateurs 4R sphe´riques. Nous avons montre´ au chapitre 2 et dans
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[40] l’existence d’une infinite´ non de´nombrable de configurations isotropes pour les manipulateurs
5R sphe´riques. La notion de parcours continue isotrope et de surface isotrope pour un manipu-
lateur sphe´rique a e´te´ introduite par Akrout et Baron qui ont prouve´ l’existence d’une surface
continue isotrope pour un manipulateur 6R sphe´rique donne´ [41], et ils ont montre´ l’existence
d’un manipulateur se´riel 6R sphe´rique isotrope pour toute orientation de son effecteur [29].
Figure 3.1 Manipulateur 5R sphe´rique isotrope
Ox
Oy
Oz
e1
e2
e3
e4
e5
Soit M un manipulateur nR se´riel sphe´rique. Soit O le centre de la sphe`re unitaire S, les points
Figure 3.2 Dernie`re articulation et effecteur d’un manipulateur sphe´rique
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Figure 3.3 Orientation de l’effecteur d’un manipulateur sphe´rique
On et P appartiennent a` S et repre´sentent respectivement l’intersection de l’axe la dernie`re artic-
ulation de M avec S et le point d’ope´ration de l’effecteur, tels que montre´s sur les figures 3.2 et
3.3. Les points On et P sont deux points de l’effecteur. L’orientation de l’effecteur est de´finie par
les vecteurs −→OP = e et −−→OOn = en reliant respectivement le point O au point P et le point O au
point On.
Le parame`tre DH αn est constant, on a
eTn−1en = cos(αn) (3.1)
Les vecteurs e et en e´tant unitaires, 4 parame`tres inde´pendants et la contrainte 3.1 suffisent a` les
exprimer. Car deux parame`tres inde´pendants suffisent a` de´finir un vecteur unitaire. La contrainte
de normalite´ (norme e´gale a` 1) impose une relation entre les 3 coordonne´es d’un vecteur unitaire
(x2 + y2 + z2 = 1). On a en fin de compte quatre parame`tres relie´s par une contrainte.
Si les points On et P peuvent parcourir tous les points de la sphe`re unitaire avec un angle re-
latif αn =
̂
(
−−→
OOn,
−→
OP ), alors l’effecteur peut atteindre toutes les orientations dans l’espace (3 ddl).
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L’isotropie d’un manipulateur nR sphe´rique est atteinte lorsque la condition d’isotropie JJT = λI
avec J = [e1 e2 ... en] est ve´rifie´e. Or, la condition d’isotropie est inde´pendante de αn et
θn puisque tous les vecteurs {e}ni=1 sont inde´pendants de αn et θn. Ainsi, si un manipulateur
sphe´rique se trouve dans une configuration isotrope pour αn = 0, alors il sera aussi dans une con-
figuration isotrope pour n’importe quelles valeurs de αn et θn, a` condition de ne pas changer les
autres parame`tres de DH. Par conse´quent, si un manipulateur sphe´rique est dans une configuration
isotrope pour une orientation de en, alors il sera aussi dans une configuration isotrope pour toute
orientation de l’effecteur autour de en.
Ainsi, il suffit que le point On, qui appartient a` l’axe de la dernie`re articulation porte´ par le
vecteur en, parcourt toute la sphe`re unitaire pour que l’effecteur puisse atteindre toutes les ori-
entations. Par conse´quent si le manipulateur sphe´rique M garde constamment une configuration
isotrope lorsque le point On parcourt toute la sphe`re alors le manipulateur M est isotrope pour
toute orientation de l’effecteur. L’e´tude de l’isotropie des manipulateurs sphe´riques se rame`ne
donc a` l’e´tude des positions de On sur la sphe`re unitaire pour lesquelles le manipulateur sphe´rique
a une configuration isotrope.
3.1.1 Ensembles isotropes de points de la sphe`re unitaire
Nous e´tudions le parcours du point d’ope´ration de l’effecteur du manipulateur sphe´rique car
l’isotropie de ce dernier est inde´pendante de la valeur de θn, angle de rotation de la dernie`re
articulation du manipulateur. Nous utiliserons la notion d’ensembles de points isotropes pour
de´terminer les parcours isotropes d’un manipulateur sphe´rique [18].
Conside´rons un ensemble Fn = {Pi}ni=1 de n points sur la sphe`re unitaire de centre O. Et soient
En = {ei}ni=1 l’ensemble des n vecteurs ei =
−−→
OP i associe´s aux n points {Pi}ni=1. La sphe`re e´tant
conside´re´e unitaire, les vecteurs {ei}ni=1 sont unitaires.
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De´finition 11 : L’ensemble Fn est dit isotrope si la matrice J = [e1 ... ei ... en] est isotrope.
Dans ce cas, on dira aussi que En = {ei}ni=1 est isotrope.
`A tout ensemble Fn = {Pi}ni=1 de n points sur la sphe`re unitaire de centre O on peut associer
n! chaıˆnes cine´matiques simples. Pour en obtenir une, il suffit de choisir un n-uplet de points pris
dans En parmi les n! n-uplets possibles. Pour ce faire, conside´rons le n-uplet (P1, ..., Pi, ..., Pn),
et plac¸ons n articulations rotoı¨des centre´es en {Pi}ni=1. Relions ensuite ces n articulations par
n − 1 membrures. La ie`me membrure relie les articulations i et i + 1. La nie`me membrure relie
la nie`me articulation a` l’effecteur. Sans perte de ge´ne´ralite´, on pourra toujours choisir P1 de telle
manie`re que e1 = [1 0 0]T , car il existera toujours une rotation qui permettra de re´aliser cela.
La chaıˆne cine´matique ainsi construite sera dite associe´e a` Fn = {Pi}ni=1.
Soit un ensemble Fn = {Pi}ni=1 de n points sur la sphe`re unitaire de centre O, et soit la chaıˆne
cine´matique simple qui lui est associe´e. La ie`me colonne de la matrice jacobienne du manipula-
teur repre´sente´ par cette chaıˆne cine´matique simple, J = [e1 ... ei ... en], est le ie`me vecteur de
l’ensemble En associe´ a` Fn.
De´finition 12 : Soit un ensemble Fn = {Pi}ni=1 de n points sur la sphe`re unitaire de centre O,
et soit la chaıˆne cine´matique simple qui lui est associe´e. Le manipulateur, repre´sente´ par cette
dernie`re, sera dit dans une configuration isotrope si Fn est isotrope.
Ainsi, a` chaque n-uplet de points sur la sphe`re unitaire on peut associer un manipulateur sphe´rique
et inversement. Si l’ensemble des n points constituants le n-uplet est isotrope alors le manipula-
teur associe´ a` ce dernier sera dans une configuration isotrope et inversement.
Par conse´quent, pour de´terminer le nombre configurations isotropes d’un manipulateur nR sphe´rique,
il suffit de de´terminer le nombre d’ensembles isotropes Fn = {Pi}ni=1 de n points de la sphe`re uni-
taire tels que les produits scalaires des vecteurs successifs eTi ei+1 i = 1, ..., n−1 , de l’ensemble
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En = {ei}ni=1 associe´ a` Fn soient tous constants. La de´termination du nombre de configurations
isotropes d’un manipulateur nR sphe´rique revient alors a` la de´termination du nombre de tels en-
sembles isotropes En de n vecteurs. La figure 3.4 montre un manipulateur 5R sphe´rique associe´ a`
un ensemble isotrope E5 de 5 vecteurs.
Figure 3.4 5 points de la sphe`re unitaire formant un ensemble isotrope de points
Ox Oy
Oz
e1
e2
e3
e4
e5
3.2 Manipulateurs sphe´riques isotropes
3.2.1 Manipulateur 3R isotrope
Les vecteurs de la matrice identite´ I de R3 fournissent un ensemble de positions isotropes, on a
bien I I = λ I avec λ = 1. Soient e1, e2 et e3 trois vecteurs unitaires de IR3. Il est toujours possible
de se ramener a` e1 = [1 0 0]T , e2 = [c s 0]T . On prendra e3 = [x y z]T quelconque. Soit J=[e1
e2 e3], J JT = λI dont la re´solution alge´brique donne directement z = ±1, c = x = y = 0 et
s = ±1, c’est-a`-dire e1 = [1 0 0]T , e2 = [0 ± 1 0]T et e3 = [0 0 ± 1]T . Il n’existe donc que 4
postures isotropes dont de´coulent seulement 2 configurations isotropes pour un manipulateur 3R
sphe´rique, figure 3.5, dont les parame`tres de DH sont pre´sente´s respectivement dans la table 3.1.
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La formulation ge´ome´trique du proble`me, que nous utiliserons par la suite pour re´soudre les cas
des manipulateurs sphe´riques 4R et 5R, n’apporte rien dans le cas des manipulateurs sphe´riques
3R, car la matrice jacobienne de ces derniers est une matrice 3× 3.
Figure 3.5 Manipulateur 3R sphe´rique isotrope, configuration 1 (a` gauche ) et
configuration 2 (a` droite)
i αi θi
Configuration 1
1 90o *
2 90o 90o
3 * *
Configuration 2
1 90o *
2 90o −90o
3 * *
Tableau 3.1 Angles αi et θi du manipulateur de la figure 3.5
La matrice jacobienne J du manipulateur repre´sente´ dans la figure 3.5, dans ses deux configura-
tions diffe´rentes, est
J =

0 − sin(θ1) cos(θ1) cos(θ2)
0 cos(θ1) sin(θ1) cos(θ2)
1 0 − sin(θ2)

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son conditionnement ne de´pend que de θ2. Elle est isotrope pour θ2 = π ou θ2 = 0, et singulie`re
pour θ2 = ±π/2.
La jacobienne J d’un manipulateur sphe´rique est inde´pendante de αn, angle entre l’axe Zn de
la nie`me articulation et l’axe Zn+1 de l’effecteur, car J ne de´pend que des vecteurs {ei}ni=1 qui
portent les axes {Zi}ni=1. Or, tous vecteurs {ei}ni=1 sont inde´pendants de αn. La jacobienne J est
aussi inde´pendante de θ1, par conse´quent si un manipulateur sphe´rique se trouve dans une config-
uration isotrope pour une certaine valeur de θ1 alors il sera dans une configuration isotrope pour
toute valeur que θ1 peut atteindre.
3.2.2 Manipulateur 4R isotrope
Dans le cas des manipulateurs 3R sphe´riques isotropes les 4 postures pre´ce´dentes sont aussi
obtenues a` partir des trois vecteurs de la matrice identite´ I de IR3 par les syme´tries par rapport
aux plans XOY , XOZ et de la syme´trie compose´e de la syme´trie par rapport a` XOY suivie de la
syme´trie par rapport a` XOZ, comme cela a aussi e´te´ montre´ dans [18] concernant les manipula-
teurs 4R sphe´riques isotropes.
Pour n = 4, les 4 vecteurs suivants [1 0 0]T , [−1/3 − 2√3/3 0]T , [−1/3 √2/3
√
6/3]T , [−1/3 √2/3 − √6/3]T donnent les positions des sommets du solide de Platon
te´trae`drique sur la sphe`re unitaire, formant ainsi le te´trae`dre dont les sommets sont les extre´mite´s
des 4 vecteurs e1 = i, e2, e3 et e4 de la figure 3.6. On a
J =

1 −1/3 −1/3 −1/3
0 −2√2/3 √2/3 √2/3
0 0
√
6/3 −√6/3
 (3.2)
et JJT = λI avec λ = 4/3. Dans la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphe´rique constitue´e
des 4 vecteurs norme´s {ei}4i=1 des axes de rotation, on peut toujours avoir e1 = [1 0 0]T et
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Figure 3.6 Positions des 4 sommets du te´trae`dre sur la sphe`re unitaire
Ox Oy
Oz
e1
e2
e3
e4
e2 = [c s 0]
T dans le plan (0x, 0y). Les vecteurs e3 = [x y z]T et e4 = [u v w]T e´tant pris
quelconques. Ainsi, la forme ge´ne´rale de la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphe´rique
est
J =

1 c u x
0 s v y
0 0 w z
 (3.3)
La re´solution alge´brique faite en [18] donne les 32 solutions possibles qui peuvent eˆtre de´duites
ses 8 solutions de base. Les 24 autres solutions sont obtenues en prenant les syme´triques par
rapport aux plans XOY , XOZ et de la syme´trie compose´e de la syme´trie par rapport a` XOY
suivie de la syme´trie par rapport a` XOZ.
Sur les 32 solutions de la table 3.5, il existe 8 solutions de base [18] dont de´coulent les 24 autres,
soit par re´flexion autour du plan XY, soit par re´flexion autour du plan XZ, soit par la re´flexion
autour du plan XZ suivie de la re´flexion autour du plan XY. `A ces dernie`res correspondent les 8
cas des parame`tres DH auxquels sont associe´s les 8 manipulateurs pre´sente´s dans [18].
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3.3 Manipulateur se´riel 5R sphe´rique isotrope
Soit
J =

1 1√
6
1√
6
1√
6
1√
6
0 0
√
5
6
0 −
√
5
6
0
√
5
6
0 −
√
5
6
0
 (3.4)
La matrice J est isotrope, car on a JJT = λI avec λ = 5/3. Les vecteurs colonnes de J sont
repre´sente´s dans la figure 3.4. La matrice jacobienne J d’un manipulateur se´rie sphe´rique ayant n
articulations est J = [e1 e2 ... en] ou` ei est le vecteur unitaire indiquant la direction de l’axe de la
ie`me articulation. La relation cine´matique entre la vitesse angulaire ω de l’effecteur et le vecteur
θ˙ = [θ˙1 θ˙2 ... θ˙n]
T est Jθ˙ = ω.
3.3.1 Formulation et re´solution alge´brique du proble`me
Le proble`me consiste a` trouver des ensembles de vecteurs E5 = {e1, e2, e3, e4, e5} qui ve´rifient
les conditions d’isotropie: JJT = (5/3)I ou` J = [e1 e2 e3 e4 e5] et I3×3 la matrice identite´.
Sans perte de ge´ne´ralite´, nous prendrons e1 = [1 0 0]T comme vecteur unitaire de l’axe OX
et e2 = [c s 0]T appartenant au plan (OX,OY ), ce qui est toujours possible. Les vecteurs
e3 = [x y z]
T
, e4 = [u v w]
T et e5 = [a b d]T e´tant quelconques, mais unitaires. Les conditions
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d’isotropie donnent le syste`me alge´brique suivant :
1 + c2 + x2 + u2 + a2 = 5/3
s2 + y2 + v2 + b2 = 5/3
z2 + w2 + d2 = 5/3
cs+ xy + uv + ab = 0
xz + uw + ad = 0 (3.5)
yz + vw + bd = 0
c2 + s2 = 1
x2 + y2 + z2 = 1
u2 + v2 + w2 = 1
a2 + b2 + d2 = 1
`A ce syste`me il faut adjoindre 4 autres e´quations sans lesquelles il ne peut y avoir de parcours
continu isotrope. En effet, dans un manipulateur nR se´riel les angles entre deux axes de rotation
de 2 articulations conse´cutives doivent rester constants. Sinon, nous n’avons plus affaire au meˆme
manipulateur. Par conse´quent, le produit scalaire entre 2 vecteurs unitaires conse´cutifs quelcon-
ques de la jacobienne doit rester constant.
Ainsi, on doit avoir aussi le syste`me suivant qu’il faut adjoindre au syste`me pre´ce´dent
c = k1
cx+ sy = k2 (3.6)
xu+ yv + zw = k3
au+ bv + dw = k4
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ou` k1, k2, k3 et k4 sont des constantes a` de´terminer.
On a alors un syste`me de 14 e´quations a` 15 inconnues. Ce syste`me alge´brique admet des so-
lutions puisqu’il est sous-dimensionne´. Mais, pour un parcours continu isotrope, il faut que les
coordonne´es du cinquie`me vecteur e5 = [a b d]T ne soient pas toutes constantes et de´pendent
d’au moins une des autres coordonne´es conside´re´es alors comme variable de base. Le proble`me
consiste a` trouver des ensembles de vecteurs F5 = {e1, e2, e3, e4, e5} qui ve´rifient les conditions
d’isotropie: JJT = (5/3)I ou` J = [e1 e2 e3 e4 e5]. Les conditions d’isotropie donnent le
syste`me alge´brique non line´aire (3.5) et (3.6).
Pour simplifier la re´solution, imposons z2 = w2 = d2. Deux cas sont alors possibles: z, w et
d sont e´gaux ou deux des trois variables sont e´gales et oppose´es a` la troisie`me. Les re´sultats ne
sont donc pas exhaustifs.
a) Cas z = w = d
Le syste`me (3.5) devient alors
c2 + 2x2 + 2u2 + 2ux = 2/3
s2 + 2y2 + 2v2 + 2yv = 5/3
cs+ xy + uv + (x+ u)(y + v) = 0
c2 + s2 = 1 (3.7)
x2 + y2 = 4/9
u2 + v2 = 4/9
2ux+ 2vy = −4/9
L’e´quation (3.7 a) est redondante, car elle de´coule des autres. De l’e´quation (3.7 g) on tire
u = −1
x
(
2
9
+ vy)
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et en le remplac¸ant dans les autres e´quations, on en de´duit le syste`me suivant :
s2 + 2y2 + 2v2 + 2yv = 5/3
cs+ xy − (2v/x)((2/9) + vy) + xy + xv − (y/x)((2/9) + vy) = 0
c2 + s2 = 1 (3.8)
x2 + y2 = 4/9
x2v2 + ((2/9) + vy)2 = 4x2/9
De l’e´quation (3.8 d), on tire x2 = 4/9− y2 et en remplac¸ant x2 dans l’e´quation (3.8 e), on tire
y2 + vy + (v2 − 1/3) = 0 (3.9)
De (3.9) on tire
y = −v/2± (
√
3/6)
√
4− 9v2
et
u2 + v2 = 4/9 =⇒ u = ±(1/3)
√
4− 9v2
On obtient 4 cas possibles pour le couple (y , v)
Cas ou` y = −v/2 + (√3/6)√4− 9v2 et u = √4− 9x2/3
ux+ vy = −2/9 =⇒ x = −(1/u)((2/9) + vy) = −(1/
√
4− 9v2)((2/3) + 3vy)
d’ou`
x = −
√
3v/2−
√
4− 9v2/6
Comme a = −x− u et b = −y − v, on a alors
a =
√
3v/2−
√
4− 9v2/6 et b = −v/2−
√
3
√
4− 9v2/6
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En remplac¸ant y dans l’e´quation (3.8 a), on obtient s2 = 1 ce qui implique c = 0. L’e´quation
cs + xy + uv + ab = 0 est alors induite par les re´sultats obtenus. Les 2 valeurs possibles de
s = ±1 nous fournissent dans ce cas 2 matrices jacobiennes J1(v) et J−1(v) induisant l’isotropie.
Les e´quations z2 + w2 + d2 = 5/3 et z = d = w impliquent z = d = w = ±√5/3. On
a
J±1(v) =

1 0 −
√
3v
2
− 1
6
√
4− 9v2
√
3v
2
− 1
6
√
4− 9v2 √4− 9v2/3
0 ±1 −v
2
+
√
3
6
√
4− 9v2 −v
2
−
√
3
6
√
4− 9v2 v
0 0
√
5/3
√
5/3
√
5/3

et
J′±1(v) =

1 0 −
√
3v
2
− 1
6
√
4− 9v2
√
3v
2
− 1
6
√
4− 9v2 √4− 9v2/3
0 ±1 −v
2
+
√
3
6
√
4− 9v2 −v
2
−
√
3
6
√
4− 9v2 v
0 0 −√5/3 −√5/3 −√5/3

Dans J−1(v) et J′−1(v) le vecteur e2 = [0 1 0]T de J1(v) est remplace´ par e′2 = [0 − 1 0]T , ce
qui revient simplement a` remplacer le point correspondant par son antipodal.
Les 3 autres cas sont nume´rote´s de 2 a` 4 dans la table 3.2 fournissent des re´sultats similaires
et 4 autres matrices jacobiennes tel que re´sume´ dans la table 3.2. Dans tous les cas nous avons
J(v)JT (v) = (5/3)I3×3.
b) Cas z = d = −w
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Le syste`me (3.5) devient alors
s2 + 2y2 + 2v2 − 2yv = 5/3
cs+ xy + uv + (u− x)(v − y) = 0
c2 + s2 = 1 (3.10)
x2 + y2 = 4/9
u2 + v2 = 4/9
ux+ vy = 2/9
De l’e´quation (3.10 f), on tire
u = (1/x)((2/9)− vy)
et en remplac¸ant u dans l’e´quation (3.10 e), on aboutit a` y2 − vy + v2 − 1/3 = 0 qui donne
y = v/2± (
√
3/6)
√
4− 9v2
u2 + v2 = 4/9 =⇒ u = ±
√
4− 9v2/3
On obtient 4 cas possibles pour le couple (y , v)
Cas ou` y = v/2 +
√
3
√
4− 9v2/6 et u = √4− 9v2/3
ux+ vy = 2/9 =⇒ x = (1/u)((2/9)− vy)
x = (1/
√
4− 9v2)((2/3)− 3vy)
d’ou`
x = −
√
3v/2 +
√
4− 9v2/6
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Comme a = −x+ u et b = −y + v, on a alors
a =
√
3v/2 +
√
4− 9v2/6 et b = v/2−
√
3
√
4− 9v2/6
Puis, en remplac¸ant y dans l’e´quation (3.10 a), on obtient s2 = 1 ce qui implique c = 0. L’e´quation
cs+xy+uv+ab = 0 est alors induite par les re´sultats obtenus. Les 2 valeurs possibles de s = ±1
nous fournissent dans ce cas 2 matrices jacobiennes J1(v) et J−1(v) induisant l’isotropie.
Les e´quations z2 + w2 + d2 = 5/3 et z = d = −w impliquent
(z = d = √5/3 et w = −√5/3) ou (z = d = −√5/3 et w = √5/3)
Ce qui donne
J±1(v) =

1 0 −
√
3v
2
+ 1
6
√
4− 9v2
√
3v
2
+ 1
6
√
4− 9v2 √4− 9v2/3
0 ±1 v
2
+
√
3
6
√
4− 9v2 v
2
−
√
3
6
√
4− 9v2 v
0 0
√
5/3
√
5/3 −√5/3

ou
J′±1(v) =

1 0 −
√
3v
2
+ 1
6
√
4− 9v2
√
3v
2
+ 1
6
√
4− 9v2 √4− 9v2/3
0 ±1 v
2
+
√
3
6
√
4− 9v2 v
2
−
√
3
6
√
4− 9v2 v
0 0 −√5/3 −√5/3 √5/3

Dans J−1(v) et J′−1(v) le vecteur e2 = [0 1 0]T de J1(v) et J′1(v) est remplace´ par e′2 =
[0 − 1 0]T , ce qui revient simplement a` remplacer le point correspondant par son antipodal.
Les 3 autres cas nume´rote´s de 6 a` 8 de la table 3.2 fournissent des re´sultats similaires et 4
autres matrices jacobiennes telles que re´sume´es dans la table 3.2. Dans tous les cas nous avons
J(v)JT (v) = (5/3)I3×3.
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Cas s x y u a b
1 ±1 −
√
3v
2
−
√
4−9x2
6
−v
2
+
√
3
√
4−9x2
6
√
4−9x2
3
−x− u −y − v
2 ±1
√
3v
2
−
√
4−9x2
6
−v
2
−
√
3
√
4−9x2
6
√
4−9x2
3
−x− u −y − v
3 ±1
√
3v
2
+
√
4−9x2
6
−v
2
+
√
3
√
4−9x2
6
−
√
4−9x2
3
−x− u −y − v
4 ±1 −
√
3v
2
+
√
4−9x2
6
−v
2
−
√
3
√
4−9x2
6
−
√
4−9x2
3
−x− u −y − v
5 ±1 −
√
3v
2
+
√
4−9x2
6
v
2
+
√
3
√
4−9x2
6
√
4−9x2
3
−x+ u −y + v
6 ±1
√
3v
2
+
√
4−9x2
6
v
2
−
√
3
√
4−9x2
6
√
4−9x2
3
−x+ u −y + v
7 ±1
√
3v
2
−
√
4−9x2
6
v
2
+
√
3
√
4−9x2
6
−
√
4−9x2
3
−x+ u −y + v
8 ±1 −
√
3v
2
−
√
4−9x2
6
v
2
−
√
3
√
4−9x2
6
−
√
4−9x2
3
−x+ u −y + v
Tableau 3.2 Les huit solutions de manipulateur 5R sphe´rique ou` v ∈ [−2
3
, 2
3
] et c,
z, w et d calcule´s pour obtenir des vecteurs ei unitaires.
c) Cas z = w = −d et w = d = −z
Les cas z = w = −d et w = d = −z se traitent de la meˆme manie`re que le cas
z = d = −w.
Les re´sultats pre´ce´dents imposent v ∈ [−2/3; 2/3], pour les vecteurs e1(v), e2(v), e3(v), e4(v) et
e5(v), on a ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} ‖ei(v)‖ = 1.
Avec la matrice J(v) = [e1 e2 e3 e4 e5], on a bien J(v)JT (v) = (5/3)I ∀v ∈ [−2/3; 2/3].
Nous obtenons ainsi ∀v ∈ [−2/3; 2/3] un ensemble isotrope de points dont les vecteurs position
associe´s sont {ei(v)}5i=1. Il est possible de de´montrer qu’aucun de ces ensembles isotropes ne se
de´duit d’un autre par une isome´trie.
Pour chaque valeur de v, nous avons un manipulateur dont la jacobienne est donne´e par (3.11).
Par conse´quent, il existe une infinite´ de manipulateurs 5R sphe´riques isotropes ayant chacun au
moins une configuration isotrope.
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3.3.2 Parame`tres de Denavit-Hartenberg
Dans la table 3.3, nous avons les vecteurs directeurs xi des axes Xi du manipulateur ayant pour
jacobienne J(v) du cas 1.
J(v) =

1 0 u x a
0 1 v y b
0 0 w z d
 =

1 0
√
4−9v2
3
−v
√
3
2
− 1
6
√
4− 9v2 v
√
3
2
−√4− 9v2/6
0 1 v −v
2
+
√
3
6
√
4− 9v2 −v
2
−√3√4− 9v2/6
0 0
√
5/3
√
5/3
√
5/3

(3.11)
x2 x3 x4 x5
0
√
5/3 v
√
5
2
−
√
15
√
4−9v2
18
√
15
√
4−9v2
9
0 0 − v
√
15
6
−
√
5
√
4−9v2
6
v
√
15
3
1 −
√
4−9v2
3
2
√
3
9
2
√
3
9
Tableau 3.3 Orientation des axes Xi
Les angles {αi}4i=1 obtenus sont fournis par la table 3.4.
i 1 2 3 4 5
αi 90◦ arcos(v) arcos( 13 ) arcos(− 13 ) ∗
Tableau 3.4 Angles αi
3.3.3 Espace de travail
L’infinite´ non de´nombrable de positions isotropes trouve´e pre´ce´demment ne´cessite pour chaque
position un manipulateur 5R sphe´rique diffe´rent. En effet, sur la sphe`re unitaire, la ge´ome´trie d’un
manipulateur sphe´rique est entie`rement de´termine´e par la connaissance des angles αi. Pour
J(v) =

1 0
√
4− 9v2/3 −v√3/2−√4− 9v2/6 −v√3/2 +√4− 9v2/6
0 1 v −v/2 +√3√4− 9v2/6 v/2 +√3√4− 9v2/6
0 0
√
5/3
√
5/3 −√5/3

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en conside´rant tous les angles αi ∈ [0, π], nous avons cos(α2)=eT2 e3; ainsi l’angle α2=arcos(v)
est variable. Par conse´quent pour chaque valeur de v nous avons un manipulateur diffe´rent.
Quelque soit le re´arrangement de l’ordre des vecteurs ei(v) dans J, il y aura toujours au moins un
angle αi qui sera fonction de la variable v. Ainsi, on ne pourra pas passer d’une position isotrope a`
une autre en utilisant le meˆme manipulateur. Les positions de la dernie`re articulation des diffe´rents
manipulateurs se situent sur un demi-cercle ayant pour hauteur z = ±√5/3 selon les diffe´rentes
matrices jacobiennes conside´re´es. Notre e´tude n’a pas prouve´ que toutes les orientations possi-
bles pouvaient eˆtre prises par l’effecteur d’un manipulateur 5R sphe´rique dans une configuration
isotrope. De ce fait, les configurations trouve´es ne sont pas exhaustives, il existe tre`s certainement
d’autres infinite´s non de´nombrables de telles configurations.
La re´solution meˆme partielle de ce syste`me alge´brique de 14 e´quations a` 15 inconnues est com-
plexe, les cas simples fournissent des parcours isotropes triviaux qui ne sont que des cercles, ou
des arcs de cercle, obtenus par rotation autour de la premie`re articulation.
Dans ce qui suit, nous utiliserons une me´thode de re´solution ge´ome´trique du proble`me qui nous
permettra de de´montrer qu’il n’existe pas de manipulateur 5R sphe´rique ayant un parcours isotrope
continu, contrairement a` une re´solution alge´brique trop complexe a` mettre en oeuvre.
3.4 Formulation ge´ome´trique du proble`me
3.4.1 Manipulateurs 4R sphe´riques
La forme ge´ne´rale de la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphe´rique est :
J =

1 c u x
0 s v y
0 0 w z

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Conside´rons les 3 vecteurs ligne de la matrice J. Les conditions d’isotropie impliquent
uw + xz = 0
vw + yz = 0 (3.12)
cs+ uv + xy = 0
Conside´rons dans IR3 les vecteurs f2 = [c u x]T , f3 = [s v y)]T et f4 = [0 w z]T repre´sentants
les 3 vecteurs lignes de la matrice J prive´s de la premie`re colonne. D’apre`s e´qs.(3.12), les vecteurs
f2, f3 et f4 sont toujours orthogonaux deux a` deux.
Comme f4 a une composante nulle en x, on peut toujours par une certaine rotation d’angle θ
autour de OX ramener le vecteur f4 sur k = [0 0 1]T . Puis par une rotation autour de OZ d’angle
ξ ramener f2 et f3 respectivement sur i = [1 0 0]T et j = [0 1 0]T .
Ainsi apre`s la rotation autour de OX suivie de la rotation autour de OZ, la matrice J1 dont les
colonnes sont les vecteurs {f}4i=2.
J1 = [f2 f3 f4] =

c s 0
u v w
x y z
 devient J′1 =

a 0 0
0 b 0
0 0 d
 (3.13)
Comme les rotations conservent les normes, on a
a2 = c2 + u2 + x2 =
1
3
b2 = s2 + v2 + y2 =
4
3
(3.14)
d2 = w2 + z2 =
4
3
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car les conditions d’isotropie imposent pour n = 4
1 + c2 + u2 + x2 =
n
3
=
4
3
s2 + v2 + y2 =
n
3
=
4
3
w2 + z2 =
n
3
=
4
3
nous obtenons ainsi a = ±√3/3, b = ±2√3/3 et d = ±2√3/3. Il y a ainsi en tout 8 cas de
triplets possibles pour (a, b, d). La base forme´e par (f2,f3,f4) est soit directe soit indirecte, ce qui
se rame`ne aux cas
a =
√
3/3, b = 2
√
3/3 et d = 2
√
3/3 ou a = −√3/3, b = 2√3/3 et d = 2√3/3.
Cas ou` a =
√
3/3, b = 2
√
3/3 et d = 2
√
3/3
En appliquant la rotation autour de OZ d’angle −ξ suivie de la rotation autour de OX d’angle
−θ a` J′ on retrouve alors la matrice initiale J. La rotation d’angle −ξ autour de OZ donne

cos(ξ) sin(ξ) 0
− sin(ξ) cos(ξ) 0
0 0 1


√
1
3
0 0
0 2
√
3
3
0
0 0 2
√
3
3
 =

√
1
3
cos(ξ) 2
√
3
3
sin(ξ) 0
−
√
1
3
sin(ξ) 2
√
3
3
cos(ξ) 0
0 0 2
√
3
3
 (3.15)
Puis la rotation d’angle −θ autour de OX donne

1 0 0
0 cos(θ) sin(θ)
0 − sin(θ) cos(θ)


√
1
3
cos(ξ) 2
√
3
3
sin(ξ) 0
−
√
1
3
sin(ξ) 2
√
3
3
cos(ξ) 0
0 0 2
√
3
3
=
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
√
1
3
cos(ξ) 2
√
3
3
sin(ξ) 0
−
√
1
3
sin(ξ) cos(θ) 2
√
3
3
cos(ξ) cos(θ) 2
√
3
3
sin(θ)√
1
3
sin(ξ) sin(θ) −2
√
3
3
cos(ξ) sin(θ) 2
√
3
3
cos(θ)
 (3.16)
Nous obtenons ainsi la forme ge´ne´rale de la matrice jacobienne J d’un manipulateur 4R sphe´rique
:
J =

1
√
1
3
cos(ξ) −
√
1
3
sin(ξ) cos(θ)
√
1
3
sin(ξ) sin(θ)
0 2
√
3
3
sin(ξ) 2
√
3
3
cos(ξ) cos(θ) −2
√
3
3
cos(ξ) sin(θ)
0 0 2
√
3
3
sin(θ) 2
√
3
3
cos(θ)
 (3.17)
Nous savons que la matrice J est isotrope puisqu’elle a e´te´ obtenue par rotation d’une matrice
isotrope. Comme c’est la matrice jacobienne d’un manipulateur 4R sphe´rique alors on doit avoir
la norme de chaque vecteur colonne de J e´gale a` 1.
Le vecteur forme´ de la seconde colonne de de J doit eˆtre unitaire, d’ou`
1
3
cos2(ξ) +
4
3
sin2(ξ) = 1 =⇒ cos2(ξ) + 4 sin2(ξ) = 3 =⇒ sin2(ξ) = 2
3
=⇒ cos2(ξ) = 1
3
Le troisie`me vecteur de J doit aussi eˆtre unitaire d’ou`
1
3
sin2(ξ) cos2(θ) +
4
3
cos2(ξ) cos2(θ) +
4
3
sin2(θ) = 1
=⇒ 2
9
cos2(θ) +
4
9
cos2(θ) +
4
3
sin2(θ) = 1
par conse´quent
2 cos2(θ) + 4 sin2(θ) = 3 =⇒ sin2(θ) = cos2(θ) = 1
2
(3.18)
D’apre`s ce qui pre´ce`de, nous avons toujours
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sin2(θ) = cos2(θ) = 1
2
sin2(ξ) = 2
3
et cos2(ξ) = 1
3
quelles que soient les valeurs prises par a, b et d, d’ou`
sin(θ) = ±
√
2
2
et cos(θ) = ±
√
2
2
sin(ξ) = ±
√
6
3
et cos(ξ) = ±
√
3
3
On peut alors obtenir toutes les valeurs possibles pour la matrice J en conside´rant les diffe´rents
cas possibles pour sin(θ), cos(θ), sin(ξ) et cos(ξ), 16 cas en tout, puisque chacun d’entre eux peut
prendre 2 valeurs, d’ou` 24 possibilite´s. Il n’existe par conse´quent que 16 configurations isotropes
diffe´rentes pour les manipulateurs 4R sphe´riques lorsque la base (f2, f3, f4) est directe. Il en existe
de meˆme 16 configurations isotropes diffe´rentes pour les manipulateurs 4R sphe´riques lorsque
la base (f2, f3, f4) est indirecte. Ces 32 configurations sont e´nume´re´es dans la table 3.5. On
retrouve ainsi les re´sultats obtenus par la me´thode alge´brique utilise´e dans [18]. Dans tous les cas
de la table 3.5, la matrice jacobienne dont les colonnes sont les vecteurs {ei}4i=1 est isotrope, donc
l’ensemble E4 = {ei}4i=1 est isotrope et le manipulateur associe´ a` F4 est isotrope.
3.4.2 Manipulateurs 5R sphe´riques
Comme mentionne´ pre´ce´demment, la forme ge´ne´rale de la matrice jacobienne d’un manipulateur
5R sphe´rique est :
J =

1 c u x a
0 s v y b
0 0 w z d
 (3.19)
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Conside´rons [1 c u x a]T , [0 s v y b]T et [0 0 w z d]T , 3 vecteurs ligne de la matrice J. Les
conditions d’isotropie impliquent
uw + xz + ab = 0
vw + yz + bd = 0 (3.20)
cs+ uv + xy + ab = 0
Le produit scalaire entre le premier vecteur colonne et deuxie`me vecteur colonne de J doit eˆtre
constant, car l’angle entre deux articulations successives du manipulateur doit eˆtre constant. Par
conse´quent, c doit eˆtre constant, ce qui implique que s est aussi constant puisque le vecteur
[c s 0]T est unitaire, donc le terme uv + xy + ab est constant.
Conside´rons dans IR3, dans l’e´tat initial, les vecteurs f3 = [u x a]T , f4 = [v y b]T et f5 = [w z d]T
qui ne sont pas ne´cessairement unitaires. D’apre`s ce qui pre´ce`de, les vecteurs e3 et e5 sont tou-
jours orthogonaux, et les vecteurs e4 et e5 aussi. Les vecteurs e3 et e4 gardent toujours un angle
constant entre eux.
Il est toujours possible par rotation de ramener le vecteur f5 sur k = [0 0 1]T , il existe donc
une rotation R telle que R(f5) = [0 0 5/3]T car la rotation conserve la norme euclidienne.
Comme f3 et f4 sont orthogonaux a` f5 on a
R(f5) = [0 0
5
3
]T
R(f3) = [g
′ h′ 0]T (3.21)
R(f4) = [r
′ t′ 0]T
avec r′g′+h′t′ = −cs, car les rotations conservent les angles. La rotation R peut eˆtre de´compose´e
en une rotation autour de l’axe OX, d’un certain angle ϕ, suivie d’une rotation autour de l’axe OY
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d’un certain angle ξ. Soit
M =

u v w
x y z
a b d
 (3.22)
On a alors
R(M) = M′ =

g′ r′ 0
h′ t′ 0
0 0
√
5
3
 (3.23)
Les vecteurs f ′3 = [g′ h′ 0]T et f ′4 = [r′ t′ 0]T sont des vecteurs du plan (OX,OY), il existe une
rotation S d’angle θ autour de OZ qui permet d’avoir
S(f ′3) = f
′′
3 = [g 0 0]
T
S(f ′4) = f
′′
4 = [r t 0]
T
On a alors
S(M′) = M′′ =

g r 0
0 t 0
0 0
√
5
3
 (3.24)
Les rotations conservent la norme euclidienne, donc
g2 =
2
3
− c2
r2 + t2 =
5
3
− s2 = 5
3
− (1− c2) = 2
3
+ c2
Pour retrouver l’e´tat initial, effectuons les rotations inverses de celles de´ja` effectue´es. La rotation
d’angle −θ autour de OZ donne
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
cos(θ) sin(θ) 0
− sin(θ) cos(θ) 0
0 0 1


g r 0
0 t 0
0 0
√
5
3
 =

g cos(θ) r cos(θ) + t sin(θ) 0
−g sin(θ) −r sin(θ) + t cos(θ) 0
0 0
√
5
3
 = M′ (3.25)
Puis effectuons la rotation d’angle −ξ autour de OY

cos(ξ) 0 − sin(ξ)
0 1 0
sin(ξ) 0 cos(ξ)
M′ =

g cos(θ) cos(ξ) cos(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ)) −
√
5
3
sin(ξ)
−g sin(θ) −r sin(θ) + t cos(θ) 0
g cos(θ) sin(ξ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))
√
5
3
cos(ξ)
 = M1 (3.26)
suivie de la rotation d’angle −ϕ autour de OX

1 0 0
0 cos(ϕ) sin(ϕ)
0 − sin(ϕ) cos(ϕ)
M1 = M (3.27)
Nous obtenons la matrice M dont les 3 colonnes sont {m∗i}3i=1
M = [m∗1 m∗2 m∗3]
avec
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m∗1 =

g cos(θ) cos(ξ)
−g sin(θ) cos(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) sin(ϕ)
g sin(θ) sin(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) cos(ϕ)

m∗2 =

cos(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))
cos(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + sin(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))
− sin(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + cos(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))

m∗3 =

−
√
5
3
sin(ξ)√
5
3
cos(ξ) sin(ϕ)√
5
3
cos(ξ) cos(ϕ)

La transpose´e de M fournit les 3 derniers vecteurs de la matrice jacobienne J dont les colonnes
s’e´crivent alors 
1
0
0
,

c
s
0
,

g cos(θ) cos(ξ)
cos(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))
−
√
5
3
sin(ξ)
,

−g sin(θ) cos(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) sin(ϕ)
cos(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + sin(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))√
5
3
cos(ξ) sin(ϕ)
,
et

g sin(θ) sin(ϕ) + g cos(θ) sin(ξ) cos(ϕ)
− sin(ϕ)(−r sin(θ) + t cos(θ)) + cos(ϕ) sin(ξ)(r cos(θ) + t sin(θ))√
5
3
cos(ξ) cos(ϕ)

La matrice J est isotrope puisqu’elle est obtenue a` partir d’une matrice isotrope ayant subie des
rotations. Il est aise´ de ve´rifier l’isotropie de J. C’est la forme la plus ge´ne´rale d’une matrice
jacobienne d’un manipulateur 5R sphe´rique a` condition d’avoir ses vecteurs colonnes unitaires.
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Pour obtenir un manipulateur sphe´rique ayant un parcours isotrope continu, il est ne´cessaire que
les angles entre 2 articulations conse´cutives soient constants sur tout le parcours. Donc, les pro-
duits scalaires entre 2 vecteurs conse´cutifs de la matrice J doivent eˆtre constants.
Posons J = [e1 e2 e3 e4 e5].
Soit λ l’angle constant entre les vecteurs e′′3 = [g 0 0]T et e
′′
4 = [r t 0]
T
, on a
cos(λ) = cos(ê
′′
3 , e
′′
4) =
rg
‖e′′3‖ ‖e′′4‖
(3.28)
d’ou`
cos2(λ)(
2
3
+ c2) = r2
sin2(λ)(
2
3
+ c2) = t2 (3.29)
(
2
3
− c2) = g2
Puisque c est constant donc r2, t2 et g2 sont constants.
On en de´duit que
r2 + t2 + g2 = 4
3
Les produits scalaires
eT1 e2= c
eT2 e3 = cos(ξ)(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ)) = k2
sont constants.
c e´tant constant et e2 e´tant norme´, on a donc c2 + s2 = 1 qui fournit 2 valeurs de s.
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Le vecteur e3 est unitaire donc
g2 cos2(θ) cos2(ξ)+cos2(ξ)(r2 cos2(θ)+t2 sin2(θ)+2r t cos(θ) sin(θ))+
5
3
sin2(ξ) = 1 (3.30)
Ce qui implique
cos2(ξ)((g2 + r2 − t2) cos2(θ) + t2 + 2r t sin(θ) cos(θ)− 5
3
) = −2
3
(3.31)
d’ou`
−3k
2
2
2
cos2(ξ)((g2 + r2 − t2) cos2(θ) + t2 + 2r t sin(θ) cos(θ)− 5
3
) = k22 (3.32)
On a aussi
eT2 e3 = cos(ξ)(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ)) = k2
Ce qui implique
cos2(ξ)(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ))2 = k22 (3.33)
Par conse´quent, on a en e´galisant les premiers membres des e´quations (3.32) et (3.33)
cos2(ξ)((−3k
2
2
2
((g2 + r2 − t2) cos2(θ) + t2 + 2r t sin(θ) cos(θ)− 5
3
))
+(g c cos(θ) + r s cos(θ) + t s sin(θ))2) = 0 (3.34)
On ne peut avoir cos2(ξ) = 0 car ‖ e3 ‖= 1.
Dans l’e´quation (3.34), g, r et t sont constants, donc l’e´quation (3.34) peut s’e´crire sous la forme
a′ cos2(θ) + b′ sin(θ) cos(θ)− c′ = 0 (3.35)
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ou` a′, b′, c′ et d′ sont des constantes, car uniquement fonction de g, r, t, c et s qui sont des con-
stantes.
L’e´quation (3.35) au plus admet un nombre fini de solutions qui sont les intersections entre la
courbe d’e´quation
y = a′ cos2(θ) + b′ sin(θ) cos(θ)
et la droite d’e´quation
y = c′
dans le plan (θ, y) avec θ ∈ [0, 2π] voir figure 3.7
De (3.32), on de´duit au plus quatre valeurs de ξ dans [0, 2π] pour toute valeur de θ. Il existe
donc pour un manipulateur 5R isotrope donne´ au plus un nombre fini de couples solutions (θ, ξ).
Nous avons ‖ e4 ‖= 1, cette e´quation ne contient que ϕ en tant qu’inconnue, θ et ξ e´tant de´ja`
de´termine´es.
En effet, le vecteur e4 peut s’e´crire sous la forme suivante :
eT4 = [a0 cos(ϕ) + b0 sin(ϕ) c0 cos(ϕ) + d0 sin(ϕ) e0 sin(ϕ)]
ou` a0, b0, c0, d0 et e0 sont des constantes.
‖ e4 ‖= 1 s’e´crit alors sous la forme
a1 cos
2(ϕ) + b1 cos(ϕ) sin(ϕ) = c1 (3.36)
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ou` a1, b1 et c1 sont constants, car uniquement fonctions des constantes a0, b0, c0, d0 et e0.
L’e´quation (3.36) admet au plus un nombre fini de solutions ϕ dans [0, 2π], comme on peut le
voir sur l’exemple de la figure 3.7. Il existe donc au plus un nombre fini de solutions ϕ pour
chaque couple solutions (θ, ξ). Par conse´quent, il n’existe au plus qu’un nombre fini de triplets
(θ, ξ, ϕ) solutions pour que la matrice J, dont les colonnes sont les vecteurs {ei}5i=1, soit isotrope.
Dans tous ces cas, l’ensemble E5 = {ei}5i=1 est isotrope et le manipulateur associe´ a` F5 est
isotrope. Ainsi, pour un manipulateur 5R sphe´rique, il n’existe qu’un nombre fini de configura-
tions isotropes. Nous savons qu’il existe une infinite´ non de´nombrable de configurations isotropes
pour les manipulateurs 5R sphe´riques [40], nous de´duisons alors de ce qui pre´ce`de qu’il existe
une infinite´ de manipulateurs 5R sphe´riques ayant des configurations isotropes et que ceux-ci ne
peuvent avoir de parcours isotrope continu puisqu’un meˆme manipulateur 5R sphe´rique ne peut
avoir qu’un nombre fini de configurations isotropes.
3.5 Conclusion
Nous avons prouve´ qu’il existe une infinite´ non de´nombrable de manipulateurs 5R sphe´-riques
isotropes dont nous avons donne´ la formulation ge´ne´rale de la matrice jacobienne. Puis, nous
avons confirme´ par une me´thode ge´ome´trique le re´sultat de Chablat et Angeles, a` savoir qu’il
n’existe que 32 configurations isotropes pour les manipulateurs 4R sphe´riques, mais il n’y a que 4
configurations isotropes pour un meˆme manipulateur 4R sphe´rique donne´. Avec la meˆme me´thode
ge´ome´trique, nous avons aussi de´montre´ qu’un manipulateur 5R sphe´rique donne´ ne peut avoir
qu’un nombre fini de configurations isotropes, par conse´quent il ne peut avoir de parcours continu
isotrope. La me´thode que nous avons utilise´e pour obtenir ce re´sultat a permis la re´solution du
proble`me, re´solution qui n’a pas pu eˆtre obtenue par une me´thode alge´brique trop complexe a`
mettre en oeuvre avec l’ajout d’une cinquie`me articulation.
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Figure 3.7 Nombre fini de configurations isotropes pour un manipulateur 5R
sphe´rique avec a0 = 0.75, b0 = 2.5 et c0 = 0.8.
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Tableau 3.5 Les 32 configurations isotropes des manipulateurs 4R sphe´riques
obtenues par me´thode ge´ome´trique
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CHAPITRE 4
MANIPULATEUR S ´ERIEL 6R SPH ´ERIQUE ISOTROPE POUR TOUTE
ORIENTATION DE L’EFFECTEUR
4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous montrons qu’il existe un manipulateur se´riel 6R sphe´rique dont l’effecteur
peut atteindre toutes les orientations en e´tant dans une configuration isotrope. `A notre connais-
sance, ce manipulateur est le seul manipulateur se´riel dans la litte´rature a` conserver constamment
une configuration isotrope sur tout son espace de travail.
Le concept d’isotropie a e´te´ utilise´ dans plusieurs domaines pour de´crire des proprie´te´s e´gales
dans toutes les directions. Dans le domaine de la cine´matique des manipulateurs robotiques, ce
concept peut eˆtre applique´ a` la transmission des vitesses articulaires en vitesses de l’effecteur.
Ainsi, lorsque la matrice jacobienne d’un manipulateur est isotrope, les articulations motorise´es
ont, a` cette configuration, une capacite´ e´gale de produire des vitesses e´gales dans toutes les direc-
tions.
Dans [24], le concept d’isotropie a e´te´ utilise´ pour concevoir des manipulateurs se´riels. L’isotropie
d’un manipulateur se´riel nR sphe´rique n’est pas affecte´e par les valeurs des variables articulaires
de la premie`re et dernie`re articulations, soient 1 et n. Si la mobilite´ de l’effecteur est en translation
et rotation, alors il est ne´cessaire de rendre la matrice jacobienne adimensionnelle en utilisant une
longueur caracte´ristique. Dans le cas de manipulateurs a` mobilite´ sphe´rique, la matrice jacobienne
a de´ja` des dimensions homoge`nes.
Nous avons donne´ [40] des exemples d’ensembles de vecteurs unitaires isotropes pour n = 3,
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n = 4 et n = 5. De plus, nous avons donne´ une me´thode de construction permettant d’obtenir des
ensembles isotropes de vecteurs pour 2 < n < 40 dans [41].
Dans le pre´sent chapitre, nous de´montrons qu’il existe un manipulateur se´riel 6R sphe´rique dont
l’effecteur peut atteindre n’importe quelle orientation tout en conservant une configuration isotrope.
Contrairement a` celui-ci, le manipulateur sphe´rique fourni dans [41] ne peut garder de manie`re
continue une configuration isotrope que sur une demi-sphe`re.
4.2 De´finitions
La relation cine´matique entre le vecteur vitesse angulaire de l’effecteur, appele´ ω, et le vecteur
vitesse des articulations, appele´ θ˙, d’un manipulateur sphe´rique ayant n articulations rotoı¨des en
se´rie est donne´ par [2].
ω = Jθ˙, θ˙ ≡ [θ˙1 θ˙2 · · · θ˙n]T , J ≡ [e1 e2 · · · en] (4.1)
ou` ei est un vecteur unitaire indiquant l’orientation de l’axe, ainsi que la direction de rotation
autour de cet axe, de la ie`me articulation. Les vecteurs ei sont repre´sente´s dans R3; la matrice
jacobienne J associe´e au manipulateur sphe´rique est alors de dimension 3× n.
Un manipulateur de´crit par l’e´q.(4.1) est dit isotrope si
JJT = λI, ∀λ ∈ IR > 0 (4.2)
La matrice jacobienne J de´pend de la posture θ. Il a e´te´ de´montre´ en [29] que, pour un manipula-
teur sphe´rique, toute configuration isotrope est toujours inde´pendante de θ1 et θn, c’est-a`-dire que
l’isotropie est conserve´e quelque soit les valeurs prises par θ1 et θn.
Les proprie´te´s suivantes ont e´te´ de´montre´es en [18]:
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Proprie´te´ 1 : Soit J = [e1 e2 · · · en], si JJT = λI alors λ = n/3.
Proprie´te´ 2 : L’isotropie d’un ensemble de vecteurs unitaires {ei}ni=1 est conserve´e par toute
isome´trie.
Proprie´te´ 3 : L’isotropie d’un ensemble de vecteurs unitaires {ei}ni=1 est conserve´e par toute rota-
tion autour de e1 et en.
4.3 Manipulateur 6R sphe´rique ayant la demi-sphe`re comme surface isotrope
4.3.1 Formulation du proble`me
Dans une premie`re e´tape, nous pre´sentons un manipulateur 6R se´riel qui conserve une config-
uration isotrope, sur toute une demi-sphe`re, de manie`re continue. Ainsi, tout de´placement de
l’effecteur sur la demi-sphe`re conserve au manipulateur sa proprie´te´ d’isotropie.
Pour plus de concision et une meilleure pre´sentation, nous rappelons les notations suivantes :
cos(θ) ≡ Cθ cos(φ) ≡ Cφ sin(θ) ≡ Sθ sin(φ) ≡ Sφ
Les vecteurs repre´sente´s par les colonnes de la matrice jacobienne d’un manipulateur 6R sphe´rique
ont leurs points associe´s qui appartiennent a` la sphe`re unitaire. Dans l’espace R3 ayant (O, i, j,k)
pour repe`re, pour tout point M de la sphe`re unitaire, il existe θ ∈ [0, 2π] et φ ∈ [0, π] tels que les
coordonne´es de M soient :
−−→
OM = [SφCθ SφSθ Cφ]
T
.
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Figure 4.1 Coordonne´es sphe´riques d’un point
Φ
Ce sont les coordonne´es sphe´riques du point M repre´sente´ sur la figure 4.1.
La fonction vectorielle f de [0, 2π]× [0, π] dans S :
(θ, φ) −→ f(θ, φ) = [SφCθ SφSθ Cφ]T est une surjection.
Un manipulateur sphe´rique centre´ en O a tous les axes de rotation de ses articulations qui se
coupent en O. Il s’en suit qu’un manipulateur sphe´rique est ge´ome´triquement entie`rement et
pre´cise´ment de´termine´ par la connaissance des angles {αi}n−1i=1 . Si l’un des angles {αi}n−1i=1 varie
alors la ge´ome´trie du manipulateur sphe´rique varie aussi.
Par conse´quent, si lors d’un de´placement quelconque nous voulons utiliser un seul manipula-
teur, les angles {αi}n−1i=1 entre les axes de rotation de ses articulations successives doivent rester
constants, ce qui revient a` dire que le produit scalaire entre les vecteurs unitaires ei et ei+1 des axes
de rotation de deux articulations conse´cutives doit rester constant pendant tout le de´placement.
75
Il est aise´ de constater que le produit scalaire entre le vecteur
−−→
OM = [SφCθ SφSθ Cφ]
T et le vecteur v = [CφCθ CφSθ − Sφ]T est nul.
Si
−−→
OM et v sont les directions des axes de rotations de deux articulations successives, leur produit
scalaire restera constant quelles que soient les valeurs des angles θ et φ. Le produit scalaire entre
le vecteur v et le vecteur w = [−Sθ Cθ 0]T est aussi nul quelles que soient les valeurs des
angles θ et φ.
Prenons
−−→
OM = e6 de manie`re a` ce que le centre de la sixie`me articulation puisse se position-
ner sur tout point de S, et choisissons {ei}5i=1 de telle manie`re que tous les produits scalaires
ei
Tei+1 soient constants quels que soient (θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π]. De proche en proche, nous
de´terminons six vecteurs dont le produit scalaire de deux vecteurs successifs d’entre eux est nul.
La matrice jacobienne ainsi obtenue est alors J = [e1 e2 e3 e4 e5 e6], soit
J =

−SφSθ −CφSθ Cθ −Sθ CφCθ SφCθ
SφCθ CφCθ Sθ Cθ CφSθ SφSθ
−Cφ Sφ 0 0 −Sφ Cφ
 (4.3)
On ve´rifie aise´ment que ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π], ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} eiTei+1 = 0. Outre leurs
produits scalaires successifs constants, les vecteurs {ei}6i=1 ont e´te´ choisis de telle manie`re que
JJT = λI avec λ = 2, c’est-a`-dire pour que J soit une matrice isotrope. Puisque n = 6 on a λ = 2.
Le manipulateur 6R sphe´rique isotrope associe´ a` J gardera donc une position isotrope sur tout
parcours qu’il pourra effectuer sur S, et qui sera pour ce manipulateur une surface isotrope con-
tinue.
Pour nous placer dans une optique plus habituelle pour concevoir sans difficulte´ un tel manipula-
teur, nous cherchons a` obtenir un manipulateur dont le premier vecteur de la matrice jacobienne
76
qui lui est associe´e soit constant. Nous transformons la matrice jacobienne
J = [e1 e2 e3 e4 e5 e6] en la matrice J′ = [e′1 e′2 e′3 e′4 e′5 e′6] ou` e′1 est constant.
Sans perte de ge´ne´ralite´ et pour plus de commodite´, nous fixons e′1 = k = [0 0 1]T . Soit
le vecteur e = k × e1, la rotation autour du vecteur e et d’angle ψ = π − φ ame`ne le vecteur e1
sur k.
Figure 4.2 Manipulateur associe´ a` la matrice J’
La rotation d’un angle ψ = π − φ autour de e a pour matrice
Q = eeT + Cψ(1− eeT ) + SψE
ou` E est la matrice produit vectoriel du vecteur e [2]. On a alors
Q =

C2θ − CφS2θ SθCθ(1 + Cφ) SφSθ
SθCθ(1 + Cφ) S
2
θ − CφC2θ −SφCθ
−SφSθ SφCθ −Cφ
 (4.4)
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d’ou` J′ = QJ.
J′ =

0 Sθ Cθ CφSθ CφCθ − Sφ2Sθ Sφ(Cθ + CφSθ)
0 −Cθ Sθ −CφCθ CφSθ + S2φCθ Sφ(Sθ − CφCθ)
1 0 0 Sφ SφCφ −C2φ

(4.5)
Nous avons bien J′J′T = λI avec λ = 2 puisque d’apre`s la proprie´te´ 1, les isome´tries conservent
l’isotropie et les angles donc le manipulateur associe´ a` la matrice jacobienne J′, figure 4.2, est
simplement le manipulateur associe´ a` la matrice jacobienne J vu sous un autre angle.
4.3.2 Parame`tres de Denavit-Hartenberg et manipulateurs associe´s
Nous obtenons les parame`tres de Denavit-Hartenberg pour le manipulateur associe´ a` la matrice
jacobienne J′ :
Puisque αi = ̂(ei, ei+1), on a
x2 x3 x4 x5 x6
Cθ 0 SφSθ CφCθ − S2φSθ CφSθ
Sθ 0 −SφCθ CφSθ + S2φCθ −CφCθ
0 1 −Cφ SφCφ Sφ
Tableau 4.1 Orientation des axes xi
Cαi =
e
′
i
T
e
′
i+1
‖e′i‖‖e′i+1‖
= e
′
i
T
e
′
i+1 (4.6)
Les coordonne´es des vecteurs {xi}6i=2, du tableau 4.1, nous donnent ‖x2‖ = ‖x3‖ = ‖x4‖ =
‖x5‖ = ‖x6‖ = 1. Tous les produits scalaires sont nuls : e′i
T
e
′
i+1 = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, on a
alors αi = π2 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Les valeurs du tableau pre´ce´dent nous permettent aussi d’avoir
les valeurs des angles {θi}5i=2. Les valeurs de θ1 et θ6 n’influent pas sur l’isotropie du manipulateur.
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Les valeurs de {ai}5i=1 sont toutes nulles, puisque tous les axes {Zi}6i=1 se coupent en O, donc
i 1 2 3 4 5 6
αi 90
◦ 90◦ 90◦ 90◦ 90◦ ∗
θi ∗ 90◦ 180◦ − φ 90◦ + φ 90◦ ∗
Tableau 4.2 Valeurs des angles αi et θi
ai = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. On a aussi xi=e′i−1 × e′i, ce qui donne bi = 0 ∀ i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}.
Les valeurs de tous les angles {αi}5i=1 sont constants, le manipulateur 6R sphe´rique qui en de´coule
peut avoir toute la demi-sphe`re S2 comme surface isotrope tant qu’il ne se produira pas de colli-
sion entre ses articulations, puisque la cote du centre de sa dernie`re articulation est z = −C2φ. Sa
matrice jacobienne reste donc isotrope en chacun des points de cette demi-sphe`re quelque soit le
parcours choisi sur celle-ci. Quelque soit la valeur de l’angle α6, le re´sultat reste vrai.
4.3.3 Exemple de trajectoire isotrope continue
La courbe ℑ est de´finie par
ℑ = {M ∈ S, OM = [Sφ(C2φ + CφS2φ) Sφ(S2φ − CφC2φ) − C2φ]T , φ ∈ [0, 2π]} (4.7)
Le point Oi est l’intersection de l’axe de la ie`me articulation avec la sphe`re unitaire. La courbe ℑ
que parcourt le point O6 est repre´sente´e sur la figure FIG. 4.3(a) en pointille´e.
4.3.4 Espace de travail
Les coordonne´es du vecteur e6, vecteur directeur de l’axe de la dernie`re articulation, sont :
e6 = [Sφ(Cθ + CφSθ) Sφ(Sθ − CφCθ) − C2φ]T
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Figure 4.3 Parcours des points Oi du manipulateur 6R isotrope : a) point O6; b)
point O5
(a) (b)
Figure 4.4 Parcours des points Oi du manipulateur 6R isotrope : a) point O4; b)
point O3; c) point O2
(a) (b) (c)
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Puisque la cote z de e6 est e´gale a` −C2φ, le point O6, intersection de l’axe de la sixe`me artic-
ulation du manipulateur sphe`rique associe´ a` J′ avec la sphe`re unitaire, parcourt tout au plus la
demi-sphe`re infe´rieure S2.
Soit M(x, y, z) un point quelconque de S2. Pour savoir si O6 peut atteindre tout point de S2,
il suffit de montrer qu’il existe (θ, φ) ∈ [0, 2π]× [π/2, π] tel que
Sφ(Cθ + CφSθ) = x
Sφ(Sθ − CφCθ) = y (4.8)
−C2φ = z
M ∈ S2 =⇒ z ∈ [−1, 0] =⇒ C2φ = −z admet pour solutions φ1 = arcos(
√−z) ou φ0 =
arcos(−√−z), ce qui donne φ1 = π − φ0. Puisque M se situe sur la demi-sphe`re infe´rieure S2
donc l’unique solution est φ0 = arcos(−
√−z).
La re´solution du syste`me suivant
Cθ + Cφ0Sθ =
x
Sφ0
Sθ − Cφ0Cθ =
y
Sφ0
(4.9)
donne pour φ0 6= π/2,
Sθ =
y + xCφ0
Sφ0(1 + C
2
φ0
)
Cθ =
x− yCφ0
Sφ0(1 + C
2
(φ0
)
(4.10)
(4.11)
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(
y + xSφ0
Sφ0(1 + C
2
φ0
)
)2 + (
x− yCφ0
Sφ0(1 + C
2
φ0
)
)2 =
(x2 + y2)
S2φ0(1 + C
2
φ0
)
(4.12)
Or S2φ0(1 + C
2
φ0
) + C4φ0 = 1, donc
S2φ0(1 + C
2
φ0) = 1− C4φ0 = 1− z2 (4.13)
puisque z = −C2φ0 .
D’ou` (x
2+y2)
S2φ0
(1+C2φ0
)
= (x2 + y2)/(1− z2) = 1 car x2 + y2 + z2 = 1 puisque M ∈ S2.
Si φ0 = π/2 alors on a M = (Cθ0 , Sθ0, 0) et le couple (θ0, π2 ) est solution de (4.8).
Par conse´quent ∃θ0 ∈ [0, 2π] tel que (4.9) soit ve´rifie´, donc ∃(θ0, φ0) ∈ [0, 2π] × [π/2, π] tel
que (4.8) soit ve´rifie´. Par conse´quent, le point O6, intersection de l’axe de la dernie`re articulation
du manipulateur associe´ a` J′ avec la sphe`re unitaire, peut atteindre tout point de S2 a` condition
qu’il n’y ait pas de collision entre les articulations lors des de´placements.
Tant qu’il n’y a pas de collision entre les articulations, O6 peut suivre toute courbe continue sur
S2, et les points Oi, i ∈ {2, 3, 4, 5} peuvent de´crire des courbes continues e´tant donne´ que les
fonctions, qui sont les coordonne´es de leur vecteur position ei, sont continues.
En conside´rant (θ, φ) ∈ [0, 2π] × [π/2, π], pour le manipulateur 6R sphe´rique associe´ a` J′, on
a
‖e′2 − e′1‖ = ‖
−−→
P ′2P
′
1‖ =
√
2 , ‖e′3 − e′1‖ = ‖
−−→
P ′3P
′
1‖ =
√
2
‖e′4 − e′1‖ = ‖
−−→
P ′4P
′
1‖ =
√
2
√
1− Sφ , ‖e′5 − e′1‖ = ‖
−−→
P ′5P
′
1‖ =
√
2− S2φ ≥ 1
‖e′6 − e′1‖ = ‖
−−→
P ′6P
′
1‖ =
√
2
√
1 + C2φ , ‖e′3 − e′2‖ = ‖
−−→
P ′3P
′
2‖ =
√
2
‖e′4 − e′2‖ = ‖
−−→
P ′4P
′
2‖ = |1− Cφ| ≥ 1 car φ ∈ [π/2, π]
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‖e′5 − e′2‖ = ‖
−−→
P ′5P
′
2‖ =
√
2
√
1 + 1C2φ, ‖e′6 − e′2‖ = ‖
−−→
P ′6P
′
2‖ =
√
2− S2φ
‖e′4 − e′3‖ = ‖
−−→
P ′4P
′
3‖ =
√
2 , ‖e′5 − e′3‖ = ‖
−−→
P ′5P
′
3‖ =
√
2
√
1− Cφ ≥
√
2
‖e′6 − e′3‖ = ‖
−−→
P ′6P
′
3‖ =
√
2
√
1− Sφ , ‖e′5 − e′4‖ = ‖
−−→
P ′5P
′
4‖ =
√
2
‖e′6 − e′4‖ = ‖
−−→
P ′6P
′
4‖ =
√
2 , ‖e′6 − e′5‖ = ‖
−−→
P ′6P
′
5‖ =
√
2
Donc les seules collisions possibles sont celles des articulations 1 et 4 entre elles et des ar-
ticulations 3 et 6 entre elles en φ = π/2. Par conse´quent si φ ∈]π/2, π] alors ∀i 6= j ∈
{1, 2, 3, 4, 5, 6} ‖e′i − e′j‖ > 0.
Sur le plan pratique, comme les articulations ont une certaine dimension, φ devra de´crire un inter-
valle [π/2− ψ, π] ou` ψ > 0 est fonction du rayon de la sphe`re retenue.
Soit J′′ = [e′′1 e
′′
2 e
′′
3 e
′′
4 e
′′
5 e
′′
6 ] telle que e
′′
1 = e
′
1, e
′′
2 = e
′
2, e
′′
3 = e
′
3, e
′′
4 = e
′
4, e
′′
5 = e
′
5
et e
′′
6 = −e′6. Soit O′′i le point associe´ au vecteur e′′i , O′′6 est ainsi l’antipode de O′6. Donc le
manipulateur 6R sphe´rique associe´ a` J′′ de´crit la demi-sphe`re supe´rieure ouverte Ŝ1.
Le point O6 associe´ a` J′ peut atteindre tout point de la sphe`re. Par conse´quent son effecteur peut
prendre toutes les orientations. Mais il n’est isotrope que si O6 parcourt la demi-sphe`re infe´rieure.
4.4 Manipulateur 6R sphe´rique isotrope pour toute orientation de son effecteur
4.4.1 Formulation du proble`me
Un manipulateur se´riel sphe´rique est ge´ome´triquement entie`rement de´termine´ par la connaissance
des angles {αi}n−1i=1 qui sont constants pendant tout de´placement. Les vecteurs ei de la matrice ja-
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cobienne d’un manipulateur sphe´rique ont tous leurs points associe´s qui appartiennent a` la sphe`re
unitaire S. Dans l’espace R3 ayant (O, i, j,k) pour repe`re, pour tout point M de S, il existe
θ ∈ [0, 2π] et φ ∈ [0, π] tels que les coordonne´es de M sont :
−−→
OM = [−SφCθ SφSθ − Cφ]T (4.14)
Pour un manipulateur se´riel 6R sphe´rique, nous cherchons un ensemble de vecteurs {ei}6i=1 tel
que l’e´q.(4.2) est satisfaite pour toutes orientations de l’effecteur. En vertu de la proprie´te´ 3,
pour toutes les rotations de l’effecteur autour de e6 l’e´q.(4.2) est satisfaite. Ainsi, il suffit de
positionner le point O6 associe´ au manipulateur en tout point de la sphe´re unitaire S pour pouvoir
obtenir toutes les orientations possibles de l’effecteur.
Prenons e6 =
−−→
OM de manie`re a` ce que le centre de la sixie`me articulation puisse se positionner
en tout point de la sphe`re unitaire S, et choisissons ensuite {ei}5i=1 de telle manie`re que tous les
produits scalaires eiTei+1 soient constants ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π]× [0, π]. Ainsi, la matrice jacobienne
suivante est obtenue
J =

−SφCθ Sθ CφCθ −Sθ CφCθ −SφCθ
SφSθ Cθ −CφSθ −Cθ −CφSθ SφSθ
Cφ 0 Sφ 0 −Sφ −Cφ
 (4.15)
On ve´rifie aise´ment que ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π], ∀i ∈ [1 · · · 5], nous avons eiTei+1 = 0. Outre
leurs produits scalaires successifs constants ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π], les vecteurs {ei}6i=1 ont
e´te´ choisis de telle manie`re que JJT = λI avec λ = 2, c’est-a`-dire pour que J soit une matrice
isotrope. Puisque n = 6 on a donc d’apre´s la proprie´te´ 1, λ = 6/3 = 2.
Le manipulateur 6R sphe´rique isotrope associe´ a` J gardera donc une position isotrope sur tout
parcours effectuer sur S par O6. Ce manipulateur est donc isotrope pour toutes orientations de son
effecteur. Notons que manipulateur 6R de´crit par (4.15) est diffe´rent du manipulateur 6R de´crit
par (4.3).
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Pour nous placer dans une optique plus habituelle de conception d’un manipulateur, nous cher-
chons a` obtenir un manipulateur dont le premier vecteur de la matrice jacobienne qui lui est as-
socie´e soit constant. Nous transformons la marice jacobienne J = [e1 · · · e6] en J′ = [e′1 · · · e′6]
ou` e
′
1 est constant. Sans perte de ge´ne´ralite´ et pour plus de commodite´ nous fixons e
′
1 = k =
[0 0 1]T .
Soit le vecteur
e =
e1 × k
‖e1 × k‖
La rotation autour de l’axe ∆ paralle`le au vecteur e et d’angle φ ame`ne le vecteur e1 sur k. La
rotation d’un angle φ autour de ∆ a pour matrice Q = eeT + Cφ(1 − eeT ) + SφE ou` E est la
matrice produit vectoriel du vecteur e [2]. On a alors
Q =

1− (1− Cφ)C2θ SθCθ(1− Cφ) SφCθ
SθCθ(1− Cφ) 1− (1− Cφ)S2θ −SφSθ
−SφCθ SφSθ Cφ
 (4.16)
d’ou`
J1 = QJ =

0 Sθ Cθ −Sθ C2φCθ −S2φCθ
0 Cθ −Sθ −Cθ −C2φSθ S2φSθ
1 0 0 0 −S2φ −C2φ
 (4.17)
L’isome´trie Q conserve l’isotropie de J, donc J1 est isotrope. De la matrice J1, nous de´duisons la
matrice J′, c’est-a`-dire:
J′ =

0 Sθ Cθ −Sθ CφCθ −SφCθ
0 Cθ −Sθ −Cθ −CφSθ SφSθ
1 0 0 0 −Sφ −Cφ
 (4.18)
Nous avons bien J′J′T = λI avec λ = 2 puisque les isome´tries conservent l’isotropie. Les rota-
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Figure 4.5 Manipulateur se´riel 6R sphe´rique isotrope pour θ2 = θ5 = π/2
tions conservent les angles donc le manipulateur associe´ a` la matrice jacobienne J′ est simplement
le manipulateur associe´ a` la matrice jacobienne J vu sous un autre angle.
4.4.2 Parame`tres de Denavit-Hartenberg du manipulateur isotrope
Selon la me´thode de Denavit-Hartenberg, l’orientation des axes xi est choisi tel que montre´ au
Tableau 4.3. Puisque αi = ̂(ei, ei+1), on a Cαi = e′
T
i e
′
i+1. Ainsi les angles entres les axes
x2 x3 x4 x5 x6
−Cθ 0 0 SφCθ −Sθ
Sθ 0 0 −SφSθ −Cθ
0 −1 −1 Cφ 0
Tableau 4.3 Orientation des axes xi
{Zi}6i=1 des articulations successives, mesure´s par rapport a` l’orientation positive de l’axe Xi+1,
sont entie`rement de´termine´s par la connaissance des vecteurs colonnes de la matrice jacobienne.
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Les coordonne´es des vecteurs {xi}6i=2, du tableau 4.3, nous donnent ‖x2‖ = ‖x3‖ = ‖x4‖ =
‖x5‖ = ‖x6‖ = 1. De plus, tous les produits scalaires de deux axes ei conse´cutifs sont nuls,
c’est-a`-dire : e′i
T
e′i+1 = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, on a alors αi = π/2 ∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Les xi et
ei nous permettent d’avoir les valeurs des angles θi montre´es au Tableau 4.4. Les valeurs de θ1 et
θ6 n’influent pas sur l’isotropie du manipulateur.
La matrice jacobienne J′ ∈ IR3×6 est compose´e de 2 matrices J′1 ∈ IR3×3 et J′2 ∈ IR3×3.
En posant J′ = [J′1 J
′
2]
J
′
1 =

0 Sθ Cθ
0 Cθ −Sθ
1 0 0
, et J′2 =

−Sθ CφCθ −SφCθ
−Cθ −CφSθ SφSθ
0 −Sφ −Cφ

Les rotations conservent l’isotropie, par conse´quent toute rotation applique´e a` J′2, qui conserve
inchange´ l’angle α3 = ̂(e3, e4), gardera la matrice J′2 isotrope et donc gardera aussi J′ isotrope.
Or, toute rotation autour de l’axe X3 de la troisie`me articulation garde α3 constant, donc quelque
soit la valeur de θ3 la matrice jacobienne J′ est isotrope. Les valeurs de {ai}5i=1 sont toutes
i 1 2 3 4 5 6
αi 90
◦ 90◦ ∗ 90◦ 90◦ ∗
θi ∗ ±90◦ θ3 θ4 ±90◦ ∗
Tableau 4.4 Parame´tres de Denavit-Hartenberg du manipulateur associe´ a` J′
nulles, puisque tous les axes {Zi}6i=1 se coupent en O, donc ai = distance (Zi, Zi+1) = 0
∀i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. On a xi = e′i−1 × e′i, |bi| = distance(xi,xi+1) = 0. La figure 4.5 montre
le nouveau manipulateur se´riel sphe´rique isotrope re´sultant des tableaux 4.3 et 4.4.
Il faut noter que les angles θ2 et θ5 doivent eˆtre maintenus constants. les autres angles pou-
vant prendre n’importe quelle valeur. Les figures 4.6 et 4.7 montrent les trois dernie`res et les trois
premie`res membrures du manipulateur avec θ2 = θ5 = π/2. Il est apparent sur la figure 4.6 que les
vecteurs e4, e5 et e6 forment toujours un ensemble orthogonal quelque soient θ4 et θ6. De meˆme,
il est aussi apparent sur la figure 4.7 que les vecteurs e1, e2 et e3 forment toujours un ensemble or-
thogonal quelque soient θ1 et θ3. Notons que les deux ensembles de vecteurs orthogonaux {ei}3i=1
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Figure 4.6 Les trois dernie`res membrures du manipulateur isotrope pour θ5 = π/2
e6
e4
e5
et {ei}6i=4 peuvent subir toute isome´trie tout en maintenant l’isotropie de J′, c’est pourquoi θ4
peut prendre n’importe quelle valeur sans changer l’isotropie de J′. De meˆme, la membrure 3,
d’un angle α3 (la dernie`re montre´e a` la fig. 4.7), peut aussi prendre n’importe quelle longueur sans
changer l’isotropie de J′. Sans perte de ge´ne´ralite´, nous avons arbitrairement choisi α3 = π/2. Il
est inte´ressant de noter que bien que l’on ait un manipulateur 6R, seulement 4 articulations sont
effectivement utilise´es pour produire toutes les orientations de l’effecteur. Les articulations 2 et 5
ne tournent jamais. Cependant, la pre´sence de leurs axes de rotation est ne´cessaire a` l’isotropie
de J′. Les axes X2 et X5 permettent de comple´ter les capacite´s de mobilite´ des autres axes, et
ainsi, obtenir une capacite´ de mobilite´ e´gale dans toutes les directions. Les articulations 2 et 5
sont appele´es articulations virtuelles, car elles restent bloque´es.
Ainsi, le manipulateur se´riel 6R sphe´rique isotrope peut eˆtre re´alise´ avec un manipulateur se´riel
4R sphe´rique auquel deux articulations virtuelles sont ajoute´es. La matrice Jacobienne associe´e au
6R (le 4R avec 2 articulations virtuelles) sera toujours isotrope, alors que celle du 4R ne sera pas
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Figure 4.7 Les trois premie`res membrures du manipulateur isotrope pour θ2 = π/2
e1
e2
e3
ne´cessairement isotrope sans les 2 articulations virtuelles. Nous avons montre´ que quelque soit
la valeur de θ3, le manipulateur associe´ a` J′ garde une configuration isotrope. Par conse´quent, en
donnant a` θ3 une valeur qui reste constante dans le temps, nous obtenons toujours un manipulateur
qui garde constamment une configuration constante. Ainsi le manipulateur 6R sphe´rique isotrope
peut aussi eˆtre re´alise´ avec un manipulateur 3R sphe´rique auquel trois articulations virtuelles sont
ajoute´es.
Dans la pratique, il ne s’agit pas d’inclure les articulations virtuelles dans la fabrication du manip-
ulateur, mais simplement de les inclure dans le calcul afin d’avoir une meilleure pre´cision dans le
calcul.
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4.4.3 Exemple de trajectoire isotrope continue
Soit la courbe ℑ de´finie par
ℑ = {M ∈ S, −−→OM = [−SφC2φ SφS2φ − Cφ]T , φ ∈]0, π[} (4.19)
La figure 4.8(a) illustre, en pointille´, la courbe parcourue par le point O6 intersection de l’axe
de la dernie`re articulation du manipulateur avec la sphe`re unitaire, c’est-a`-dire la courbe ℑ; le
manipulateur 6R garde constamment une configuration isotrope. Les figures 4.8(b), 4.8(c), 4.9(a)
et 4.9(a) illustrent, en pointille´, les courbes parcourues respectivement par les points O5, O4, O3
et O2. La premie`re articulation, e´tant e´videment fixe, est donc non illustre´e.
Figure 4.8 Parcours des points Oi du manipulateur 6R isotrope : a) point O6; b)
point O5; c) point O4
(a) (b) (c)
4.4.4 Espace de travail
Les coordonne´es du vecteur e6 qui porte l’axe de la dernie`re articulation sont
e6 = [−SφCθ SφSθ − Cφ]T (4.20)
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Figure 4.9 Parcours des points Oi du manipulateur 6R isotrope : a) point O3; b)
point O2
(a) (b)
Soit M(x, y, z) un point quelconque de S, on a alors x2 + y2 + z2 = 1. Pour savoir si le centre
de la dernie`re articulation du manipulateur associe´ a` J′ peut atteindre tout point de S, il suffit de
montrer qu’il existe (θ, φ) ∈ [0, 2π]× [0, π] tel que
−SφCθ = x, SφSθ = y, −Cφ = z (4.21)
Nous avons alors M ∈ S =⇒ z ∈ [−1, 1] =⇒ Cφ = −z admet pour solutions φ0 = arcos(−z).
On a la re´solution du syste`me suivant pour φ0 6= 0
Cθ = − x
Sφ0
, Sθ =
y
Sφ0
(4.22)
qui admet une solution θ puisque nous avons bien x2 + y2 = S2φ. Si φ0 = 0 alors on a M =
(0, 0,−1) position du poˆle sud de la sphe´re.
Par conse´quent si φ 6= 0 ∃θ0 ∈ [0, 2π] tel que (4.22) soit ve´rifie´, donc ∃(θ0, φ0) ∈ [0, 2π]× [0, π]
tel que (4.21) soit ve´rifie´, donc le centre de la dernie´re articulation du manipulateur associe´ a` J′
peut atteindre tout point de S a` condition qu’il n’y ait pas de collision entre les articulations lors
des de´placements.
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4.4.5 Manipulateur 6R sphe´rique de´rive´
Du manipulateur 6R sphe´rique isotrope pour toute orientation de l’effecteur que nous venons
d’e´tudier, nous pouvons de´duire plusieurs autres manipulateurs 6R sphe´riques isotropes pour toute
orientation de leur effecteur ayant d’autres parame`tres. Pour de´terminer ces autres architectures,
nous de´buterons avec le manipulateur e´tudie´ dans la section 4.4.2 ayant pour jacobienne J′ =
[e1 e2 e3 e5 e6] que nous reproduisons
J′ =

0 Sθ Cθ −Sθ CφCθ −SφCθ
0 Cθ −Sθ −Cθ −CφSθ SφSθ
1 0 0 0 −Sφ −Cφ
 (4.23)
Si dans les composantes des vecteurs e2 et e3 nous substituons θ + θ′ a` θ ou` θ′ est une constante
de l’intervalle ]0, π/2[, J′ devient
J′′ =

0 Sθ+θ′ Cθ+θ′ −Sθ CφCθ −SφCθ
0 Cθ+θ′ −Sθ+θ′ −Cθ −CφSθ SφSθ
1 0 0 0 −Sφ −Cφ
 (4.24)
L’angle α3 forme´ par les axes Z3 et Z4 devient alors
Cα3 = cos(e3, e4) = e
T
3 e4 = Sθ′ 6= 0
d’ou` α3 = π/2 + θ′ ou α3 = π/2 − θ′. Par contre, l’angle entre les axes de rotation des 2e`me et
3e`me articulations n’a pas varie´, car elles ont e´te´ de´cale´es du meˆme angle θ′ toutes les deux par
rapport a` leur e´tat initial.
La matrice J′′ est isotrope, les parame`tres du manipulateur 6R sphe´rique qu’elle repre´sente sont
diffe´rents de ceux du manipulateur dont de´rive J′. Ainsi, pour chaque valeur de θ′ ∈]0, π/2[, nous
obtenons un nouveau design d’un manipulateur 6R sphe´rique.
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4.5 Conclusion
Il existe un manipulateur 6R sphe´rique, pre´sente´ dans la section 4.3 nomme´ M1, dont l’espace de
travail est toute la sphe`re et pour lequel non seulement toute la demi-sphe`re infe´rieure ouverte est
une surface isotrope continue, c’est-a`-dire que le manipulateur reste constamment dans une con-
figuration isotrope lorsque son manipulateur parcourt sur toute la demi-sphe`re infe´rieure ouverte,
mais son effecteur peut parcourir toute la demi-sphe`re infe´rieure ouverte en suivant n’importe
quelle courbe pendant que le manipulateur garde une configuration isotrope. Ce manipulateur
posse`de deux articulations qui doivent rester fixes, il est e´quivalent a` manipulateur 4R sphe´rique
M ′1. La dexte´rite´ et la manipulabilite´ de M1 sont constantes sur tout son espace de travail. Par
contre, celles de M ′1 sont variables. M ′1 n’a aucune configuration isotrope.
Il existe un manipulateur se´riel 6R sphe´rique, pre´sente´ dans la section 4.4 nomme´ M2, qui garde
constamment une configuration isotrope pour toutes les orientations de son effecteur. Ses mem-
brures doivent eˆtre de longueur αi = π/2, sauf pour la troisie`me membrure, de longueur α3, qui
peut prendre n’importe quelle valeur non nulle. De meˆme, les articulations θ2 et θ5 doivent eˆtre
maintenues a` π/2 pour toutes les orientations de l’effecteur. Ainsi, les articulations θ1, θ3, θ4 et
θ6 permettent d’obtenir toutes les orientations de l’effecteur tout ayant constamment le manipula-
teur dans une configuration isotrope. `A notre connaissance, ce manipulateur se´riel 6R sphe´rique
est le seul manipulateur se´riel dans la litte´rature a` conserver une configuration isotrope sur tout
son espace de travail. `A ce manipulateur se´riel 6R sphe´rique ayant une configuration isotrope
pour toutes les orientations de son effecteur, on peut associer un manipulateur se´riel 4R sphe´rique
M ′2 qui aura ne´cessairement la meˆme dexte´rite´ mais dont la matrice jacobienne n’est pas isotrope
en aucun point de tout l’espace de travail. Cependant, M ′2 reste constamment au voisinage de
l’isotropie, le conditionnement de sa jacobienne est constant est vaut √2 qui est aussi la valeur sa
manipulabilite´.
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CHAPITRE 5
MANIPULATEUR 4R S ´ERIEL ISOTROPE EN POSITIONNEMENT SUR UNE SPH `ERE
5.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous montrons qu’il existe un manipulateur se´riel 4R non sphe´rique dont l’effec-
teur peut atteindre tous les points de la sphe`re pendant que le manipulateur conserve constam-
ment une configuration isotrope en positionnement. `A notre connaissance, ce manipulateur est le
seul manipulateur se´riel non sphe´rique dans la litte´rature ayant plus que des configurations fixes
isotropes en positionnement et a` conserver constamment une configuration isotrope en position-
nement pendant que son effecteur parcourt une courbe continue non triviale ou une surface.
Dans [24], le concept d’isotropie a e´te´ utilise´ pour concevoir des manipulateurs se´riels redon-
dants pour lesquelles certaines re`gles peuvent eˆtre e´nonce´es. L’isotropie d’un manipulateur se´riel
sphe´rique nR n’est pas affecte´e par la variation de la premie`re et de la dernie`re articulation, soient
1 et n. Par contre, pour un manipulateur se´riel non sphe´rique l’isotropie n’est pas affecte´e par la
variation de la premie`re articulation, mais peut l’eˆtre par la variation de la dernie`re. Dans le cas
de manipulateurs a` mobilite´ sphe´rique, la matrice jacobienne a de´ja` des dimensions homoge`nes.
Pour un manipulateur non sphe´rique, si l’on cherche a` obtenir uniquement l’isotropie de position-
nement, on obtient une matrice B aux dimensions homoge`nes mais non adimensionnelles. Ses
composantes ont la dimension d’une distance.
Les de´finitions de courbe continue isotrope non triviale et de surface isotrope d’un manipula-
teur ont e´te´ donne´es dans le chapitre 2. La plupart des publications dans la litte´rature traitent de
manipulateurs ayant un nombre fini de configurations isotropes fixes, et par conse´quent, n’ont pas
de parcours isotrope continu. Des travaux traitants de l’isotropie ont e´te´ re´alise´s par Angeles et
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Figure 5.1 Manipulateur se´riel 4R isotrope en positionnement sur une sphe`re
Ranjbaran qui ont conc¸u et construit le manipulateurs REDIESTRO. Owen R. Williams a e´tudie´
et construit le manipulateur DIESTRO. Ils sont tous deux globalement isotropes, c’est-a`-dire en
meˆme temps isotropes en orientation et en positionnement. Mais, en ce qui concerne DIESTRO
et REDIESTRO, une seule configuration isotrope a e´te´ pre´sente´e.
Dans le pre´sent chapitre, nous de´montrons qu’il existe un manipulateur se´riel 4R non sphe´rique,
dont l’effecteur peut atteindre n’importe quelle point d’une sphe`re tout en conservant une configu-
ration isotrope en positionnement. Contrairement aux manipulateurs sphe´riques de [40] et [41], ce
manipulateur n’a aucune configuration isotrope en orientation dans l’ensemble des configurations
que nous avons e´tudie´es.
95
5.2 De´finitons
Nous rappelons que la relation cine´matique entre le torseur de vitesse de l’effecteur, note´ t, et le
vecteur vitesse des articulations, note´ θ˙, d’un manipulateur se´riel ayant n articulations rotoı¨des est
donne´ par [2]:
t = Jθ˙, θ˙ ≡ [θ˙1 θ˙2 · · · θ˙n]T , t ≡
 ω
p˙
 , (5.1)
J =
 A
B
 , A ≡ [e1 e2 · · · en], B ≡ [e1 × r1 e2 × r2 · · · en × rn] (5.2)
Un manipulateur est isotrope en positionnement si
BBT = λI (5.3)
Toute configuration articulaire isotrope en positionnement θI (telle que l’e´q.(5.3) est satisfaite) est
toujours inde´pendante de θ1, c’est-a`-dire que θI = [θ2 · · · θn]T .
Proprie´te´ 4 : Il n’existe pas de manipulateur se´riel 3R spatial ayant un parcours continu isotrope
en positionnement.
Preuve :
La matrice B = [e1 × r1 e2 × r2 e3 × r3] pour un manipulateur se´riel 3R spatial est une matrice
de dimension 3× 3. Soit
B =

a u x
b v y
c w z
.
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Il existe une rotation R de matrice MR telle que
MRB =

A U X
0 V Y
0 0 Z
.
Pour que B soit isotrope, il faut et il suffit que
A2 + U2 +X2 = L2
V 2 + Y 2 = L2
Z2 = L2
UV +XY = 0 (5.4)
XZ = 0
Y Z = 0
ou` L est une constante non nulle.
On en conclut d’apre`s Z2 = L2 que Z est une constante non nulle. Mais puisque XZ = 0 et
Y Z = 0, on a alors X = 0 et Y = 0. Par conse´quent, V 2 = L2 et donc U = 0.
La matrice RB est ne´cessairement de la forme
A 0 0
0 V 0
0 0 Z
.
Comme A, V et Z ne peuvent prendre que les valeurs ±L, il n’existe donc au plus que 8 config-
urations isotropes en positionnement pour un manipulateur se´riel 3R spatial. Par conse´quent, un
manipulateur se´riel 3R spatial ne peut avoir de parcours continu isotrope en positionnement. Sans
perte de ge´ne´ralite´, on peut prendre A = L, ce qui donne en re´alite´ 4 configurations isotropes
en positionnement pour un manipulateur se´riel 3R, comme c’est le cas pour un manipulateur 3R
sphe´rique isotrope en orientation.
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Figure 5.2 Manipulateur se´riel 4R avec une rotation ǫ de la 4e`me articulation
O
ǫ
5.3 Formulation du proble`me
5.3.1 Proprie´te´s du produit vectoriel
Soient les vecteurs i = [1 0 0]T , j = [0 1 0]T , k = [0 0 1]T et v = [x y z]T . Nous
avons
i× v =

0
−z
y
 , j× v =

z
0
−x
 , k× v =

−y
x
0
 (5.5)
On constate ainsi que pour un vecteur donne´, la coordonne´e selon un axe de coordonne´es n’inter-
vient pas dans le re´sultat du produit vectoriel de ce vecteur avec le vecteur portant cette direction.
Cette constatation simple va nous permettre de positionner les articulations du manipulateur, que
nous cherchons a` re´aliser, selon certaines directions pour avoir une matrice jacobienne B plus
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simple a` rendre isotrope.
Soit R une rotation dans R3, nous avons pour tous vecteurs u et v de R3
R(u× v) = R(u)×R(v) (5.6)
5.3.2 Conception par e´tapes d’un manipulateur ayant un parcours continu isotrope en po-
sitionnement
Comme nous ne cherchons pas seulement une seule configuration isotrope pour notre manipula-
teur, mais un parcours continu d’isotropie en positionnement ou une surface connexe d’isotropie
en positionnement, nous choisissons initialement un parcours circulaire de l’effecteur e´tant donne´
que le manipulateur, que nous voulons concevoir, est se´riel a` articulations rotoı¨des, le parcours
circulaire du point d’application de l’effecteur est alors le parcours le plus simple a` obtenir.
Soit O4 le centre de la quatrie`me articulation et P le point d’action de l’effecteur, posons la
longueur O4P = l.
En utilisant la constatation faite dans la section 5.3.1, nous choisissons alors les vecteurs ei et
les points Oi de manie`re a` positionner les articulations aux coordonne´es qui nous conviennent
le mieux. Ainsi, conside´rons un manipulateur 4R se´riel dont le re´fe´rentiel de base est attache´ a`
O1 = (0, 0, 0) et positionnons les points O2, O3 et O4 origines des repe`res F2, F3 et F4 respec-
tivement, aux coordonne´es suivantes : (0, 1, 1), (−1, 0, 1) et (0, 1− l, 1 + l) avec 0 < l < 1,
et plac¸ons l’effecteur de manie`re a` ce que son point d’application P ait initialement pour coor-
donne´es (0, 0, 1 + l). De meˆme que l, toutes les coordonne´es sont des longueurs.
Initialement, nous prendrons les vecteurs
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Figure 5.3 Manipulateur se´riel 4R avec une rotation ǫ = π
4
de la 4e`me articulation
e1 =

0
0
1
, e2 =

0
−1
0
, e3 =

1
0
0
, e4 = e3
comme vecteurs directeurs respectivement des axes des articulations 1, 2, 3, et 4. Les axes des
trois premie`res articulations s’intersectent en O. On a alors OO1 = OO2 = OO3 = 1.
Nous avons initialement
−−→
O1P = r1 =

0
0
1 + l
, −−→O2P = r2 =

0
−1
l
,
−−→
O3P = r3 =

1
0
l
 et −−→O4P = r4 =

0
−l
0

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Effectuons une rotation d’angle θ autour de l’axe X3, alors θ3 = θ, sa matrice de rotation est
RXθ =

1 0 0
0 Cθ −Sθ
0 Sθ Cθ
 (5.7)
Suite a` la rotation d’angle θ autour de l’axe X3, les vecteurs {ri}4i=1 deviennent
r1 =

0
−lSθ
1 + lCθ
, r2 =

0
−1− lSθ
lCθ
,
r3 =

1
−lSθ
lCθ
 et r4 =

0
−lCθ
−lSθ
.
Ainsi, nous obtenons les produits vectoriels
e1 × r1 =

lSθ
0
0
, e2 × r2 =

−lCθ
0
0
,
e3 × r3 =

0
−lCθ
−lSθ
 et e4 × r4 =

0
lSθ
−lCθ

La matrice jacobienne B telle que p˙ = Bθ˙ est alors
B =

lSθ −lCθ 0 0
0 0 −lCθ lSθ
0 0 −lSθ −lCθ
 (5.8)
Il est aise´ de ve´rifier que la matrice B est isotrope : BBT = l2I.
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Soit la rotation d’angle φ autour de la premie`re articulation dont l’axe de rotation est porte´ par
le vecteur k dont la matrice est RZφ . D’apre`s la proprie´te´ 2, les isome´tries conservent l’isotropie,
donc la matrice B′ = RZφ B est isotrope.
RZφ =

Cφ −Sφ 0
Sφ Cφ 0
0 0 1
 (5.9)
d’ou`
B′ =

lSθCφ −lCθCφ lCθSφ −lSθSφ
lSθSφ −lCθSφ −lCθCφ lSθCφ
0 0 −lSθ −lCθ
 (5.10)
Ainsi, le manipulateur 4R garde constamment une configuration isotrope en positionnement quel-
que soient les valeurs des angles θ et φ, c’est-a`-dire quelques soient les rotations effectue´es par la
premie`re ou la troisie`me articulation.
5.4 Parame`tres de Denavit-Hartenberg du manipulateur
Les parame`tres de Denavit-Hartenberg associe´s au manipulateur 4R isotrope en positionnement
sont obtenus comme suit: toutes les directions {Zi}3i=1 des vecteurs {ei}3i=1 se coupent au centre
O de la sphe`re unitaire. Les axes {Xi}3i=2 sont porte´s par les vecteurs xi tels que xi = ei−1 × ei.
Les angles αi = ̂(ei, ei+1) sont mesure´s par rapport a` l’orientation positive de Xi+1. Les angles
θi = ̂(xi,xi+1) sont mesure´s par rapport a` l’orientation positive de Zi.
D’apre`s la figure 5.2, nous avons
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Figure 5.4 Manipulateur se´riel 4R avec une rotation ǫ = π
2
de la 4e`me articulation
La norme ‖ −−→O4P ‖ est e´gale a` l. L’angle θ2 doit eˆtre maintenu constant, les angles θ1 et θ3 pouvant
prendre n’importe quelle valeur entre [0, 2π]. Il est apparent sur la figure 5.4 que les vecteurs
e1, e2 et e3 forment un ensemble orthogonal quelque soient les angles θ1 et θ3. Nous avons un
manipulateur 4R, mais seulement deux articulations pour faire parcourir au point d’application P
de l’effecteur toute la sphe`re, les articulations 2 et 4 restent bloque´es. Cependant, la pre´sence de
leur axe de rotation est ne´cessaire pour obtenir l’isotropie en positionnement de B′ et de son ma-
nipulateur associe´. Les articulations 2 et 4 sont appele´es articulations virtuelles, car elles doivent
eˆtre pre´sentes sans jamais tourner. Ainsi, le manipulateur se´riel 4R isotrope en positionnement est
re´alise´ par un manipulateur se´riel 2R auquel est ajoute´ deux articulations rotoı¨des virtuelles. La
matrice jacobienne associe´e au manipulateur 4R sera isotrope en positionnement alors que celle
du 2R ne le sera pas ne´cessairement sans les deux articulations virtuelles.
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i ai bi αi θi
1 0 1 π/2 θ1
2 0 0 π/2 θ2
3 l
√
2 0 0 θ3
4 0 0 π/2 θ4
Tableau 5.1 Parame`tres de Denavit-Hartenberg
On voit d’apre`s la figure 5.2 que ǫ = θ4 + π/2.
`A partir des configurations isotropes en positionnement du manipulateur 4R que nous avons e´tudie´
ci-dessus, conside´rons le manipulateur de la figure 5.4. On peut ve´rifier aise´ment que les configu-
rations de ce dernier obtenues a` partir de rotations autour de l’axe X2 de la deuxie`me articulation
ne sont pas des configurations isotropes.
5.5 ´Evolution du conditionnement de la jacobienne
L’e´tat d’isotropie est l’e´tat ou` la distance aux singularite´s du manipulateur est maximale. `A
l’e´tat d’isotropie, le conditionnement de la matrice jacobienne est e´gal a` 1. Plus un manipula-
teur s’e´loigne de l’e´tat d’isotropie plus le conditionnement de sa matrice jacobienne croıˆt.
L’un des quantificateurs de la dexte´rite´ d’un manipulateur ayant pour matrice jacobienne B′ est
l’inverse du minimum du conditionnement de B′ sur l’espace de travail choisi [2] :
KCI =
1
minκ(B′)
× 100 (5.11)
KCI (Kinematic Conditionning Index) en tant qu’indice de performance cine´matique, minκ(B′)
est le conditionnement minimum de la matrice B′ sur l’espace de travail conside´re´. Comme le
conditionnement appartient a` l’intervalle [1 , ∞[, on voit que le KCI appartient a` l’intervalle
104
Figure 5.5 Manipulateur se´riel 4R avec une rotation ǫ = 5π
4
de la 4e`me articulation
]0 , 100]. Ainsi, le manipulateur a une dexte´rite´ cine´matique d’autant plus performante que son
KCI est proche de 100. Lorsque le KCI vaut 100 le manipulateur se trouve dans une configura-
tion isotrope. L’indice KCI est un indice global, il se calcule sur tout l’espace de travail conside´re´.
Comme nous voulons faire e´tude locale plus pre´cise, utilisons simplement l’inverse du condition-
nement comme indice de performance.
Lorsque θ2 et θ4 restent constants, le manipulateur 4R reste constamment isotrope en position-
nement. Pour e´tudier la variation de la distance aux singularite´s du manipulateur, faisons varier
θ4 d’une valeur ǫ et e´tudions la variation de l’inverse du conditionnement de la jacobienne du
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manipulateur 4R. Pour son calcul, conside´rons a` chaque fois, comme espace de travail, la sphe`re
obtenue a` chaque variation θ4. En effet, pour chaque valeur de ǫ que l’on garde fixe, le point
d’action de l’effecteur reste sur une sphe`re quand les angles θ1 et θ3 varient. Pour chaque valeur
diffe´rente de ǫ, la sphe`re parcourue par le point d’action de l’effecteur est diffe´rente. Comme on
peut le constater sur la figure 5.2 ou` O est le centre de la sphe`re, les coordonne´es du point d’action
P de l’effecteur deviennent alors
−→
OP =

0
l(1− Cǫ)
l(1− Sǫ)
 (5.12)
et dans la rotation autour de l’axe X3 d’angle θ, nous avons
1 0 0
0 Cθ −Sθ
0 Sθ Cθ


0
l(1− Cǫ)
l(1− Sǫ)
 =

0
l(1− Cǫ)Cθ − l(1− Sǫ)Sθ
l(1− Cǫ)Sθ + l(1− Sǫ)Cθ

d’ou`
r1 =

0
l(1− Cǫ)Cθ − l(1− Sǫ)Sθ
1 + l(1− Cǫ)Sθ + l(1− Sǫ)Cθ

r2 =

0
−1 + l(1− Cǫ)Cθ − l(1− Sǫ)Sθ
l(1− Cǫ)Sθ + l(1− Sǫ)Cθ

r3 =

1
l(1− Cǫ)Cθ − l(1− Sǫ)Sθ
l(1− Cǫ)Sθ + l(1− Sǫ)Cθ

Lorsque ǫ = 0, nous avons r4 = −j. Dans la rotation autour de de l’axe X4 d’angle ǫ, nous
obtenons
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r4 =

1 0 0
0 Cθ −Sθ
0 Sθ Cθ


0
−lCǫ
−lSǫ
 =

0
−lCǫCθ + lSǫSθ
−lCǫSθ − lSǫCθ

Ainsi, les composantes de la matrice jacobienne
B′′ = [e1 × r1 e2 × r2 e3 × r3 e4 × r4] s’e´crivent
b′′11 = −l(1− Cǫ)Cθ + l(1− Sǫ)Sθ
b′′12 = −l(1− Cǫ)Sθ − l(1− Sǫ)Cθ
b′′13 = 0
b′′14 = 0
b′′21 = 0
b′′22 = 0
b′′23 = −l(1− Cǫ)Sθ − l(1− Sǫ)Cθ (5.13)
b′′24 = lSθCǫ + lCθSǫ
b′′31 = 0
b′′32 = 0
b′′33 = l(1− Cǫ)Cθ − l(1− Sǫ)Sθ
b′′34 = −lCθCǫ + lSθSǫ
Sur la figure 5.6, on constate que le conditionnement de la matrice jacobienne tend vers l’infini
quand ǫ tend vers π/4 ou 5π/4, et tend vers 1 quand ǫ tend vers 0 ou π/2 ou 2π. La figure 5.7
repre´sente l’e´volution de l’inverse du conditionnement de la matrice jacobienne du manipulateur
associe´ a` B′′ en fonction de ǫ et quantifie la dexte´rite´ du manipulateur, cette dernie`re est un in-
dice locale. Comme on le constate sur la figure 5.7, le manipulateur associe´ a` B′′ a une sphe`re
d’isotropie pour ǫ = 0, ǫ = π/2 ou ǫ = 2π et deux sphe`res de singularite´s pour ǫ = π/4 ou
ǫ = 5π/4. La sphe`re d’isotropie en positionnement, figure 5.8, est centre´e en O et de rayon l, elle
est obtenue pour 3 valeurs de ǫ : 0 et π/2 et 2π. Ces 3 valeurs de ǫ sont a` un angle de π/4 de part
et d’autre du segment O4O. L’angle
̂
(
−−→
O4O,
−−→
O4P ) est e´gal a` π/4 qui est la valeur de l’angle entre
les deux membrures d’un manipulateur 2R planaire dans sa configuration isotrope. De meˆme, on
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Figure 5.6 Graphe du conditionnement de la matrice jacobienne en fonction de ǫ
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a O4P/O4O =
√
2/2, c’est aussi le rapport des longueurs des membrures d’un manipulateur 2R
planaire dans sa configuration isotrope. Sur la sphe`re d’isotropie le manipulateur 4R garde une
configuration isotrope quelle que soit la positionnement du point d’exe´cution de l’effecteur sur
celle-ci.
Les figures 5.7 et 5.9 repre´sentent respectivement l’e´volution de l’inverse du conditionnement
de B′′ et l’e´volution du det(B′′B′′T ) en fonction de ǫ. On constate ainsi que sur l’espace de
travail conside´re´, la dexte´rite´ repre´sente´e par l’inverse du conditionnement et la manipulabilite´,
repre´sente´e par le de´terminant de la jacobienne par sa transpose´e, e´voluent de manie`re similaire :
elles s’annulent pour les meˆmes valeurs ǫ = π/4 et ǫ = 5π/4, elles les meˆmes valeurs de singu-
larite´. Pour chacune des fonctions, les valeurs pour ǫ = 0, ǫ = π/2 et ǫ = 2π sont e´gales et loin
de la singularite´.
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Figure 5.7 Graphe de l’inverse du conditionnement de la jacobienne en fonction
de ǫ
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Les sphe`res de singularite´s en positionnement, figures 5.10 et 5.11, sont centre´es en O, point
d’intersection des axes des 3 premie`res articulations Z1, Z2 et Z3, et ont pour rayon l(1 −
√
2) et
l(1 +
√
2), elles sont obtenues pour 2 valeurs de ǫ = π/4 et ǫ = 5π/4. Pour ces deux dernie`res
valeurs de ǫ le point d’application P de l’effecteur se trouve sur le segment O4O de part et d’autre
de O4 comme montre´ par les figures 5.10 et 5.11. Ces 2 positions nous donnent OP = l(1−
√
2)
ou OP = l(1 +
√
2) qui sont les rayons des deux sphe`res de singularite´, car lorsque le point
d’application P se trouve sur un point quelconque de l’une de ces deux sphe`res, le manipulateur
4R est dans une configuration singulie`re.
Cependant, la dexte´rite´ du manipulateur 4R, quantifie´e par le conditionnement de sa jacobienne,
reste constante sur toute sphe`re de centre O et de rayon l. Si par exemple nous voulons garder la
dexte´rite´ du manipulateur 4R supe´rieure ou e´gale a` 90%, c’est-a`-dire 1/κ(B) ≥ 0.9, on doit alors
109
Figure 5.8 Sphe`re d’isotropie en positionnement du manipulateur se´riel 4R spatial
avoir −π/45 ≤ ǫ ≤ π/45, ce qui revient a` avoir le rayon r de la sphe`re l ≥ r ≥ 0.9305 l. Ainsi,
dans tout le volume compris entre les sphe`res centre´es en O de rayon l et 0.9305 l le manipulateur
a une dexte´rite´ supe´rieure a` 90%.
Les figures 5.12 et 5.13 montrent que pour une valeur donne´e ǫ, la manipulabilite´ et la dexte´rite´
restent constantes quelle que soit la valeur de θ, c’est-a`-dire qu’elles restent constantes sur toute
sphe`re centre´e en O et de rayon compris entre l(1−√2) et l(1 +√2).
5.6 ´Etude comparative de la dexte´rite´ et la manipulabilite´ du manipulateur 4R
La manipulabilite´ de´finie par [9], W =
√|det(JJT )|, fournit un index de dexte´rite´ que nous com-
parons a` l’inverse du conditionnement lorsque l’angle θ4 varie et place le point d’exe´cution P de
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Figure 5.9 Manipulabilite´ en fonction de ǫ
√
|det(B′′B′′T )|
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l’effecteur sur des sphe`res diffe´rentes. La figure 5.9 montre l’e´volution de la manipulabilite´ W
en fonction de ǫ. On constate que W et l’inverse du conditionnement de la jacobienne e´voluent
de la meˆme manie`re lorsque l’angle θ4 varie, et ont un comportement similaire. En effet, tout
comme le conditionnement, la manipulabilite´ reste constante sur toute sphe`re parcourue par le
point d’application de l’effecteur, comme on le constate sur les figures 5.12 et 5.13.
5.7 Isotropie et singularite´
Soient les matrices A et B′′ qui forment la matrice jacobienne
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Figure 5.10 Premie`re sphe`re de singularite´ en positionnement du manipulateur
se´riel 4R
J =
 A
B′′

ou` B(i, j) = b′′i,j sont les coefficients donne´s en (5.13). Quelque soit la valeur de ǫ, nous avons
AAT =

2 0 0
0 1 0
0 0 1

Ainsi, le conditionnement de la partie de sa matrice jacobienne repre´sentant l’orientation est au
voisinage de la valeur optimale puisque κ2(A) =
√
2. Cependant comme le montre la figure 5.6,
le conditionnement de la partie de la matrice jacobienne repre´sentant le positionnement varie de 1
a` l’infini. Pour ǫ = 0, ǫ = π/2 et ǫ = 2π, nous avons
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Figure 5.11 Deuxie`me sphe`re de singularite´ en positionnement du manipulateur
se´riel 4R
B′′B′′T =

l2 0 0
0 l2 0
0 0 l2

un conditionnement de κ(B′′) optimal.
Mais en ǫ = π/4 et ǫ = 5π/4 le conditionnement κ(B′′) est infini.
De meˆme, le calcul des de´terminants donne
√
|det(AAT )| = √2 quelque soit ǫ, tandis que√|det(BBT )| varie de 0 a` 2.7 selon les valeurs prises par ǫ comme le montre la figure 5.9.
Ainsi sur tout le volume compris entre les 2 sphe`res de singularite´s, le conditionnement de A
est dans le voisinage de la valeur optimale. Cet exemple montre qu’il est probablement possible
de de´terminer des manipulateurs qui gardent constamment une configuration isotrope non seule-
ment sur un parcours continu ou une surface, mais peut-eˆtre meˆme sur un volume. Il montre aussi
qu’un meˆme manipulateur peut en meˆme temps eˆtre au voisinage de l’isotropie en orientation et
au voisinage de la singularite´ en positionnement. L’inverse est aussi possible.
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Figure 5.12 Inverse du conditionnement de la jacobienne en fonction de θ pour
des valeurs fixes de ǫ
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5.8 Conclusion
Nous avons montre´ l’existence d’un manipulateur 4R, reproduit dans la figure 5.1, qui garde con-
stamment une configuration isotrope en positionnement lorsque le point d’ap-plication de son
effecteur parcourt n’importe quelle courbe de la sphe`re de rayon l qui est la distance entre le
point d’exe´cution de l’effecteur et l’origine O4 du quatrie`me repe`re F4. Les sphe`res de rayon
l(
√
2 − 1) et l(√2 + 1) sont des sphe`res de singularite´s. Toutes les sphe`res comprises entre la
sphe`re d’isotropie et les sphe`res de singularite´s sont des sphe`res sur lesquelles le conditionnement
de la jacobienne B du manipulateur reste constant. En d’autres termes, la dexte´rite´ du manipu-
lateur se´riel 4R e´tudie´ est constante sur toute sphe`re comprise entre les sphe`res de singularite´s,
et elle est maximale sur la sphe`re d’isotropie. Nous avons aussi montre´ que le conditionnement
κ(B) et la manipulabilite´ W =
√|det(BBT )| ont un comportement tout a` fait similaire sur tout
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Figure 5.13 Racine du de´terminant de B′′B′′T en fonction de θ pour des
valeurs fixes de ǫ
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l’espace de travail obtenu en gardant fixe la deuxie`me articulation (θ2 constant), et donc aussi tant
au voisinage des singularite´s que de l’isotropie.
Pour les manipulateurs non sphe´riques, une diffe´rence importante entre la manipulabilite´ et le
conditionnment de la jacobienne est l’insensibilite´ de la manipulabilite´ a` la taille de l’effecteur; ce
qui n’est pas le cas du conditionnement de la jacobienne. Pour les manipulateurs sphe´riques cette
diffe´rence n’existe pas.
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CONCLUSION
La dexte´rite´ d’un manipulateur est de plus en plus conside´re´e comme une caracte´ristique impor-
tante pour la re´alisation toujours plus ade´quate des taˆches a` accomplir. Dans ce contexte, l’e´tude
de l’isotropie des manipulateurs comme indice de dexte´rite´ a e´te´, dans cette the`se, e´tudie´e en
de´tail a` travers le conditionnement de la matrice jacobienne. La dexte´rite´ est conside´re´e comme
une mesure de la distance aux singularite´s. Dans la revue de litte´rature, les diffe´rents indices
de dexte´rite´ ont e´te´ pre´sente´s. Ces indices se veulent une caracte´risation de la performance
cine´tostatique du manipulateur. Dans le pre´sent travail, la recherche de la dexte´rite´ maximale
a e´te´ le but de cette the`se. Certains re´sultats obtenus dans ce travail de recherche sont entie`rement
nouveaux : des parcours isotropes continus et des surfaces isotropes. Les premie`res publica-
tions concernant des parcours isotropes continus et des surfaces isotropes connexes ont e´te´ les
travaux pre´sente´s dans cette the`se. Auparavant, il n’existait dans la littrature que des configu-
rations fixes de manipulateurs isotropes en lesquelles la dexte´rite´ est optimale. L’apport de ce
travail de recherche est ainsi entie`rement nouveau, il a permis d’e´largir l’utilisation de la notion
d’isotropie a` des ensembles de configurations isotropes plus vastes.
Le but et le sens de la recherche y ont e´te´ expose´s, centre´s sur les courbes continues isotropes
et les surfaces isotropes. La revue de littrature a e´te´ incluse dans l’introduction. Les diffe´rents
travaux de la litte´rature traitant de l’isotropie des manipulateurs se´riels y ont e´te´ mentionne´s, ainsi
que ceux traitant des diffe´rents index de mesure de la dexte´rite´ des manipulateurs.
Dans le chapitre 2, le conditionnement des matrices a e´te´ pre´sente´ et utilise´ pour e´valuer les
performances cine´matiques des manipulateurs. En partant des matrices carre´es, le condition-
nement des matrices rectangulaires des syste`mes sous-dimensionne´s ou sur-dimensionne´s a e´te´
pre´sente´. Le conditionnement a alors e´te´ utilise´ pour de´finir l’isotropie des matrices carre´es ou
rectangulaires et en voir une illustration ge´ome´trique. La distance, plus ou moins grande, du con-
ditionnement des matrices jacobiennes de l’isotropie, a e´te´ conside´re´e comme une quantification
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de leur dexte´rite´ cine´matique. Les principales voies de de´termination d’un design isotrope ont
e´te´ mentionne´es comme optimisation d’une fonction objectif qui mesure la distance a` l’isotropie
et le calcul alge´brique par la re´solution partielle du syste`me d’e´quations e´quivalent aux condi-
tions d’isotropie de la matrice jacobienne. La re´solution e´tant partielle pour la matrice jacobienne
d’un manipulateur nR se´riel pour lequel n > 4 car dans ces cas la re´solution comple`te est tre`s
complique´e et donne aussi des solutions appartenant a` l’ensemble des nombres complexes C.
L’utilisation de la re´solution alge´brique partielle a permis de prouver l’existence d’une infinite´
non de´nombrable de configurations isotropes pour les manipulateurs 5R sphe´riques alors qu’il
n’en existe que 32 pour les manipulateurs 4R sphe´riques. Concernant l’isotropie de position, pour
les manipulateurs 3R planaires, il a e´te´ prouve´ que le manipulateur de´termine´ par [2] est le seul
manipulateur 3R planaire isotrope en positionnement. Il a e´te´ de´montre´ qu’il existe une infinite´
de manipulateurs 4R planaires isotropes en positionnement, et une me´thode pour la de´termination
de leur design a e´te´ indique´e. Il a e´te´ aussi prouve´ que pour tout n > 4 il existe un manipulateur
nR planaire isotrope en positionnement dont le design a aussi e´te´ indique´, et pour chaque n = 2p
avec p > 1 il existe une infinite´ de manipulateurs nR planaires isotropes en positionnement.
Le chapitre 3 intitule´ “Configurations isotropes des manipulateurs sphe´riques” traite de l’iso-
tropie d’orientation. Il y est prouve´ qu’il n’existe pas de manipulateur nR sphe´rique ayant un
parcours isotrope continu si n < 6. Pour un tel manipulateur, il n’est pas possible de passer d’une
configuration isotrope a` une autre sans passer par une configuration non isotrope. L’existence
d’une infinite´ non de´nombrable pour les manipulateurs 5R sphe´riques ne suffit pas a` permet-
tre l’existence d’un parcours continu isotrope non trivial pour ces meˆmes manipulateurs. Il y
est aussi prouve´ que chaque manipulateur 5R sphe´rique n’a qu’un nombre fini de configurations
isotropes. Ce re´sultat a e´te´ obtenu autrement que par les me´thodes pre´sente´es au chapitre 2 que
sont la me´thode d’optimisation et la me´thode de re´solution alge´brique. La me´thode utilise´e est
une me´thode ge´ome´trique qui a permis de simplifier les calculs et d’obtenir le re´sultat principal
du chapitre 3. Elle a permis aussi de retrouver simplement les re´sultats de´ja` obtenus par le calcul
alge´brique par Chablat et Angeles, et de voir que le nombre de configurations isotropes d’un ma-
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nipulateur 5R sphe´rique de´pend du design de ce dernier.
Le chapitre 4 traite aussi de l’isotropie d’orientation. Il y pre´sente 2 manipulateurs 6R sphe´riques
ayant une surface connexe d’isotropie. Pour le premier, cette surface est une demi-sphe`re, pour
le second elle est la sphe`re entie`re. Ainsi, ce dernier garde dans tous ses de´placements une con-
figuration isotrope. L’effecteur du premier manipulateur ne peut franchir dans une configuration
isotrope l’e´quateur de la sphe`re qui n’est pas une frontie`re de son espace de travail qui est toute
la sphe`re laquelle n’a pas de frontie`re. L’e´quateur de la sphe`re constitue par contre la frontie`re de
l’espace de travail isotrope de ce manipulateur. Ainsi, il n’existe aucune contradiction par rapport
a` la notion de manipulabilite´ car la frontie`re de l’espace de travail isotrope n’est pas une courbe
de singularite´s contrairement a` la frontie`re de l’espace global de travail.
Il est inte´ressant de remarquer que le manipulateur 6R sphe´rique, qui garde constamment une
configuration isotrope pour toutes les orientations se son effecteur, est compose´ en re´alite´ de 2
manipulateurs 3R qui conside´re´s se´pare´ment sont tous les deux isotropes. Le premier des 2 ma-
nipulateurs 3R doit garder sa premie`re articulation fixe e´tant donne´ qu’elle constitue la base. Le
second manipulateur 3R n’est pas astreint a` cette contrainte, il peut donc varier librement par
rapport au premier. Ces 2 manipulateurs 3R, composant le manipulateur 6R en question, ont et
gardent tous les deux leurs trois axes de rotation constamment orthogonaux. Ils forment re´unis le
manipulateur 6R sphe´rique aux capacite´s d’isotropie optimales. De plus, la membrure reliant ces
2 manipulateurs sphe´riques 3R peut prendre n’importe quelle longueur sans que cela alte`re les ca-
pacite´s optimales d’isotopie du manipulateur 6R sphe´rique. Pour un manipulateur 6R sphe´rique,
il n’est pas possible d’avoir de meilleures capacite´s d’isotropie que celle du manipulateur 6R
sphe´rique pre´sente´.
Les deux manipulateurs 6R sphe´riques pre´sente´s au chapitre 4 ont deux de leurs six articula-
tions qui restent bloque´es. Elles sont de´signe´es comme e´tant des articulations virtuelles. Dans
la pratique, elles ne sont pas ne´cessaires. Leur pre´sence est the´orique, elles permettent de rendre
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la matrice jacobienne isotrope. En effet, le manipulateur 6R dont les articulations virtuelles sont
soude´es, et non prises en conside´ration, est un manipulateur 4R qui posse`de en re´alite´ la meˆme
dexte´rite´ que le manipulateur 6R dont il de´rive, bien que sa matrice jacobienne ne soit pas isotrope.
Les re´sultats du chapitre 4 sont pre´sente´s dans l’article intitule´ “ Manipulateur 6R sphe´rique ayant
une configuration isotrope pour toute orientation de son effecteur ” expose´ a` la Confrence CT-
ToMM 2009, Que´bec, Canada.
Le chapitre 5 traite de l’isotropie de position. Il pre´sente un manipulateur 4R se´riel qui reste
constamment dans une configuration isotrope en position quand son effecteur parcourt toute la
sphe`re. Il est constitue´ d’un manipulateur 3R sphe´rique dont les axes de rotation de ses articula-
tions sont orthogonaux, comme pour un manipulateur 3R sphe´rique isotrope, et d’un manipulateur
2R planaire isotrope pour lequel on retrouve le rapport
√
2/2 des longueurs des membrures. Le
manipulateur 4R en question posse`de deux articulations virtuelles qui restent constamment fixes,
ce qui en fait en re´alite´ un manipulateur 2R, car les deux articulations virtuelles servent la` aussi
uniquement a` obtenir l’isotropie de la matrice jacobienne. Ce manipulateur posse`de une sphe`re
d’isotropie et deux sphe`res de singularite´s. Sur toutes les sphe`res contenues dans l’intervalle,
c’est-a`-dire comprises entre les sphe`res de singularite´s et la sphe`re d’isotropie, le manipulateur
4R se´riel en question garde une manipulabilite´ constante. Lorsque, l’effecteur en se de´place au-
tour de la sphe`re d’isotropie, la manipulabilite´ et la dexte´rite´ du manipulateur oscillent autour de
la valeur optimale. On ve´rifie, dans les cas e´tudie´s, qu’il n’existe pas de singularite´s au voisinage
de l’isotropie. Pour ce manipulateur 4R se´riel isotrope en position sur la sphe`re, un volume de
grande dexte´rite´ a e´te´ de´fini. Ce volume est compris entre 2 sphe`res entourant la sphe`re d’isotropie
et en tout point duquel la dexte´rite´ en positionnement est supe´rieure a` 90%.
Les parcours continus isotropes en positionnement semblent plus faciles a` obtenir que les parcours
continus isotropes en orientation. En effet, il suffit de 4 articulations rotoı¨des pour concevoir un
manipulateur isotrope en position sur un parcours continu, alors qu’il en faut au moins 6 pour
en concevoir un isotrope en orientation sur un parcours continu. Ce manipulateur 4R se´riel ne
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posse`de aucune configuration isotrope en orientation. Mais, il reste constamment au voisinage de
l’isotropie d’orientation sans l’atteindre.
Ce travail de recherche laisse entrevoir de nombreuses perspectives de travaux futurs : la de´termina-
tion en fonction du design du nombre exact de configurations isotropes d’un manipulateur 5R
se´riel et l’e´volution de la dexte´rite´ pendant le passage d’une configuration isotrope a` une autre, ce
qui permettra de mieux comprendre comment le design d’un manipulateur influe sur sa dexte´rite´.
La prise en compte ou non des articulations virtuelles influe sur la dexte´rite´ et la manipulabilite´.
La de´termination de courbes ou de surfaces d’isotropie de positionnement autres que la sphe`re,
ce qui permettra de trouver des manipulateurs isotropes en orientation et en positionnement sur
d’autres surfaces, et aidera a` la de´termination de me´thodes de classification des designs. Une
perspective d’extension de l’isotropie pourra eˆtre envisage´e pour le manipulateur 4R se´riel ayant
la sphe`re comme surface d’isotropie en position en en de´duisant un manipulateur 6R se´riel ayant
la sphe`re comme surface d’isotropie en meˆme temps en orientation et en position. `A travers ce
dernier la notion de volume d’isotropie pourra alors e´ventuellement eˆtre introduite.
120
R ´EF ´ERENCES
[1] www.istia.univ − angers.fr/ boimond
[2] Angeles, J., Fundamentals of Robotic Mechanical Systems : Theory, Methods and Algo-
rithms, Third Edition, Springer, New York, 2007.
[3] www.parallelmic.org/Terminology.html
[4] Withney, D.E., 1972,“The Mathematics of Coordinated Control of Prosthetic Arms and Ma-
nipulators´´ , Journal of Dynamic Systems, Measurement and control, Vol.1, pp. 303–309.
[5] Ranjbaran F., 1997, “A methodology for the kinematic design and performance evaluation of
serial manipulators” , The`se de doctorat, McGill University (Canada), 249 pages.
[6] Salisbury, J. K., Craig, J. J., 1982, “Articulated Hands : Force control and kinematic issue”,
The international Journal of Robotics Research, Vol.1, No.1, pp. 4–17.
[7] Strang, G., 1988, Linear algebra and its applications, 3e`me Edition, Harcourt Brace College
Publisher, New York.
[8] Angeles, J., Ranjbaran F., Patel R.V., 1992, “On the Design of the Kinematic Structure of
Seven-Axes Redondant Manipulators for Maximum Conditioning”, Proc. of the 1992 IEEE Int.
Conf.on Robotics and Automation, Nice, France, pp. 494–499.
[9] Yoshikawa, T., 1985, “Manipulability of robotic mechanisms”, International journal of
Robotics Research, Vol.4, No.2, pp. 3–9.
[10] Gosselin, C., Angeles, J., 1990, “A Global Performance Index for the Kinematic Optimiza-
tion of Robotic Manipulators”, Journal of Mechanical design, Vol.113, pp. 220–226.
[11] Klein, C. A., Miklos, T. A., 1991, “Spatial Robotic Isotropy”, The International Journal of
Robotics Research, Vol.10, No.4, pp. 426–437.
[12] Klein, C. A., Blaho, B., 1987, “Dexterity measures for the design and control of kinemati-
cally redundant manipulators”, The International Journal of Robotics Research, Vol.6, No.2, pp.
72–83.
[13] Paul, R. P., Stevenson, C.N., 1983, “Kinematics of robot wrists”, The international Journal
of Robotics Research Vol. 2, No.1, pp. 31–38.
121
[14] Park, F., Brockett, R.W., 1994, “Kinematic Dexterity of Robotic Mechanisms”, Int. Journal
of Robotics Res., Vol.13, No.1, pp. 1–15.
[15] Ranjbaran, F., Angeles, J., Kecskemethy, A., 1996, “On the Kinematic Conditioning of
Robotic Manipulators”, Proceedings of the 1996 IEEE, International Conference on Robotics
and Automation, Minneapolis, USA.
[16] Maton, R., Roth, B., 1997, “The effects of actuation scheme on the kinematic performance
of manipulators”, Journal of Mechanical Design, Transactions of the ASME, Vol.119, No.2, pp.
212–217, juin 1997.
[17] Stoco, L., Salcudean, S.E., Sassani, F., 1998, “Matrix Normalisation for Optimal Robot
Design”, Proceedings of the 1998 IEEE, International Conference On Robotics and Automation,
Leuven, Belgique.
[18] Chablat, D., Angeles, J., 2003, “The Computation of all 4R Serial Spherical Wrists With an
Isotropic Architecture”, Journal of Mechanical Design, Transactions of the ASME, Vol. 125, No.
2, p 275–280.
[19] Mayorga, R. V., Carrera, J., Oritz, M. M., 2005, “A kinematics performance index based
on the rate of change a standard isotropy condition for robot design optimization”, Robotics and
Autonomous Systems, Vol.53, No. 3-4, pp. 153–163.
[20] Kucuk, S., Bingul, Z., 2005, “Robot Workspace Optimization Based on a Novel Local
and Global Performace Indices”, Proceedings of the 1996 IEEE, International Conference on
Robotics and Automation, Dubrovnik, Croatia.
[21] Mayorga, R. V., Carrera, J., 2006, “A manipulator performance index based on the Jacobian
rate of change: A motion planning analysis”, IEEE International Conference on Robotics and
Automation, ICRA 2006, May 15–19.
[22] Gonzalez-Palacios, M.A., Angeles, J., Ranjbaran, F., 1993, “The Kinematic Synthesis of
Serial Manipulators with a Prescribed Jacobian” , Proc. IEEE Int. Conf. Robotics Automat., At-
lanta, USA, Vol.1, pp. 450–455
[23] Angeles, J., Lopez-Cajun, C.S., 1993, “Kinematic isotropy and the conditionning index of
serial robotic manipulators”, The International Journal of Robotics Research, Vol.11, No.6, pp.
122
560–571.
[24] Angeles, J., 1992, “The Design of Isotropic Manipulator Architectures in the Presence of
Redundancies”, The International Journal of Robotics Research, Vol.11, No.3, pp. 196–201.
[25] Lee, E., Mavroidis, C., 2002, “Solving the Geometric Design Problem of Spatial 3R Robot
Manipulators Using Polynomial Homotopy Continuation”, Journal of Mechanical Design, Vol.
124, pp. 652–661.
[26] Khatami, S., Sassani, F., 2002, “Isotropic design optimisation of robotic manipulators using
a genetic algorithm method” , Proceedings of IEEE International Symposium on intelligent con-
trol, pp. 562–567.
[27] Merlet J.P., 2006, “Jacobian, Manipulability, Condition Number, and Accuracy of Parallel
Robots”, Jounal of Mechanical Design, Vol.128, pp. 199-206.
[28] Yu, A., Bonev, I.A., Zsombor-Murray, P., 2007, “Geometric approch to the accuracy analysis
of a class of 3-DOF planar parallel robots”, Mechanism and Machine Theory, Vol.43 pp.364-375
[29] Akrout, K., Baron, L. et Wang, X., 2009, “Manipulateur seriel 6R sphe´rique isotrope pour
toutes les orientations de son effecteur”, 2009 CTToMM Symposium on Mechanisms, Machines
and Mechatronics , Universite´ Laval, Qubec, Canada, 29-30 mai.
[30] Forsythe, G.E., Moler, C.B., 1967, “Computer solution of linear algebraic systems”,
Prentice-Hall, New Jersey.
[31] Forsythe, G.E., Malcolm, M. A., Moler, C.B., 1977, “Computer methods for mathematical
computations”, Prentice-Hall, New Jersey.
[32] Gentle, J. E., 2007, “Matrix Algebra, Theory, Computations and Applications in Statistics”,
Springer Science, New York.
[33] Golub, G.H., and Van Loan, C.F., 1989, Matrix computation, Second Edition, The John
Hopkins University Press, Baltimore, USA.
[34] Lancaster, P., 1969, “Theory of matrix”, Academic Press, New York, USA.
[35] Meyer C. D., 2000, “Matrix Analysis and Applied Linear Algebra”, Society for Industrial
and applied Mathematics, SIAM.
[36] Pullman N. J., 1976, “Matrix Theory and its Applications”, Marcel Dekker Inc., New York,
123
USA.
[37] Leroux, P., 1983, Alge`bre line´aire, une approche matricielle , ´Edition Modulo, Mont-Royal,
Que´bec, 500 pages.
[38] Arminjon, P., Mercier, B., 1978, Analyse nume´rique matricielle , Presses de l’universite´ de
Montre´al, 453 pages.
[39] Amyotte, L., 2003, Introduction a` l’alge`bre line´aire et a` ses applications , ´Edition Renou-
veau pe´dagogique, 542 pages.
[40] Akrout, K., Baron, L. et Wang, X., 2007, “Existence d’une infinite´ non de´nombrable de
positions isotropes pour les manipulateurs 5R sphe´riques”, 12th Worl Congress on the Theory of
Machines and Mechanisms,Besanc¸on, France, 18-21 juin 2007.
[41] Akrout, K., Baron, L., 2007, “Existence d’un manipulateur seriel 6R sphe´rique pour lequel
la demi-sphe`re ouverte est une surface isotrope continue”, 2007 CTToMM Symposium on Mech-
anisms, Machines and Mechatronics , Agence Spatiale Canadienne, St-Hubert, Canada, 30-31
mai 2007.
[42] Akrout, K., Baron, L. et Wang, X., 2009, “Manipulateur seriel 6R sphe´rique isotrope pour
toutes les orientations de son effecteur”, Transactions of Canadian Society of Mechanical Engi-
neering, vol.44, No.4, de´cembre 2009.
[43] Angeles, J., 1988, “Special loci of the worskpace of spherical wrist”, Proc. First Interna-
tional Workshop on Advances in Robot Kinematics, Ljubljana, Slove´nie, pp. 36–45.
[44] Angeles, J., Chablat, D., 2000, “On Isotropic Sets of Points in the Plane. Application to the
Design of Robot Architectures”, Journal of 7th international Symposium on Advances in Robots
Kinematics, pp.1-10.
[45] Basavaraj, U., Duffy, J., 1993, “End-Effector motion capabilities of serial manipulators”,
The International Journal of Robotics Research, Vol.12, No.2, pp. 132–145.
[46] Bulca, F., Angeles, J., Zsombor-Murray, P.J., 1999,“On the workspace determination of
spherical serial and platform mechanisms”, Journal of Mechanism and Machine Theory, Vol. 34,
No. 3, pp. 497–512.
[47] Chablat, D., Angeles, J., 2002, “On the kinetostatic optimization of revolute-coupled planar
124
manipulators”, Journal of Mechanism and Machine Theory, Vol. 37, No. 4, p 351–374.
[48] Farhang, K., Zargar, Y. S., 1999, “Design of Spherical 4R Mechanisms : Function Genera-
tion for the Entire Motion Cycle”, Journal of Mechanical Design, Vol.121, pp. 521–528.
[49] Hsu, M.S., Kohli, D., 1987, “Boundary surfaces and accessibility regions for regional struc-
tures of manipulators”, Journal of Mechanism and Machine Theory, Vol. 22, No. 3, pp. 277–289.
[50] Kohli, D., Hsu M., 1987, “The jacobian analysis of workspaces of mechanical manipula-
tors”, Journal of Mechanism and Machine Theory, Vol.22, No.3, pp.265–275.
[51] Kohli, D., Spanos, J., 1984, “Workspace Analysis of Mechanical Manipulators Using Poly-
nomial Discriminants”, Design Engineering Technical conference, Cambridge, USA.
[52] Li, Z., 1990, “Geometrical considerations of robots kinematics”, Int. Journal of Robotics
and Automation, Vol.5, No.3, pp. 139–145.
[53] Liguo H., Baron L., 2005, “Kinematic Inversion of Functionally-Redundant serial manip-
ulators; application to Arc-Welding”, Transaction of the Canadian Society of Mechanical Engi-
neering,Vol. 29, No.4, pp. 679–690.
[54] Lin, C.C., Tsai, L.W., 1991, “The Workspace of three-DOF, Four-Jointed Spherical Wrist
Mechanisms”, Proceedings of the 1991 IEEE, International Conference on Robotics and Au-
tomation, Sacramento, ´Etats-Unis.
[55] Ma, O., Angeles, J., 1993, “Optimum Design of Manipulators Under Dynamic Isotropy
Conditions”, Proceedings of the 1993 IEEE, International Conference on Robotics and Automa-
tion, pp. 470–475.
[56] Mavroidis, C., Roth, B., 1992, “Structural parameters which reduce the number of manipu-
lator configurations”, ASME Biennial Mechanisms Conference, Vol.45, pp. 359–366.
[57] Paden, B., Sastry, S., 1988, “Optimal kinematic design of 6R manipulators”, Int. Journal. of
Robotics Res., Vol.7, No.2, pp. 43–61.
[58] Parlett, B. N., 1998, “The Symetric Eigenvalue Problem”, Society for Industrial and Applied
Mathematics, Prentice-Hall, New Jersey.
[59] Pennock, G.R., Yang, A.T., 1985, “Application of Dual-Number Matrices to the Inverse
Kinematics Problem of Robot Manipulators”, Journal of Mechanisms, Transmissions, and Au-
125
tomation in Design, Vol.107, pp. 201–208.
[60] Peilin S., Goldenberg, A., 1996, “Fundamental Principles of Design of Position and Force
Controller for Robot Manipulators”, Proceedings of the 1996 IEEE, International Conference on
Robotics and Automation Minneapolis, ´Etats-Unis.
[61] Raghavan, M., Roth, B., 1995, “Solving Polynomial Systems for the Kinematic Analysis
and Synthesis of Mechanisms and Robot Manipulators”, Transactions of the ASME, publication
in the Special 50th Anniverssary Design Issue, Vol. 117, pp. 71–79.
[62] Saha, S. K., Angeles, J., Darcovitch, J., 1993, “The Kinematic Design of a 3-dof Isotropic
Mobile Robot”, Proceedings of the IEEE International Conference on Robotics and Automation,
2-6 May, 1993, Atlanta, GA, USA.
[63] Spanos, J., Kohli, D., 1985, “Workspace Analysis of Regional Structures of Manipulators”,
ASME, Design Engineering Technical conference, Cambridge, ´Etats-Unis.
[64] Tondu, B., 2003, “L’espace articulaire de la robotique industrielle est un espace vectoriel”,
Editions scientifiques et medicales, Elsevier SAS, C.R. Mecanique 331, pp. 357–364.
[65] Valipour, H., 2007, “An optimal post-processing module for five-axes CNC milling ma-
chines”, Me´moire de maıˆtrise, ´Ecole Polytechnique de Montre´al, 103 pages
[66] Withney, D.E., 1987, “Historical perspective and state of the Art in Robot Force Control”,
Internationsl Journal of robotics Research, Vol.6, No 1.
[67] Abbaszadeh, Y., Mayer, J.R.R., Cloutier, G., Fortin, C., 2002, “Theory and simulation for
the identification of the link geometric errors for a five-axis machine tool using a telescoping
magnetic ball-bar”, International Journal of Production Research, Vol.40, No.18, pp. 4781–
4797.
[68] Song, A., Goldenberg, P., 1996, “Principles for design of position and force controllers for
robots manipulators”, Robotics and autonomous systems, Vol.21, No.3, pp. 263–277.
[69] Angeles, J., Rojas, A., 1987, “Manipulator Inverse Kinematics Via Condition-Number Min-
imization And Continuation”, International Journal of Robotics and Automation, Vol.2, No 2,
pp. 61–69.
[70] Adams, R. A., 2000, “Calculus of several variables”, Editions Addison-Wesley, 4rd Edition.
126
ANNEXE I
´ETUDE DE LA DEXT ´ERIT ´E DES MANIPULATEURS 6R SPH ´ERIQUES ISOTROPES
PR ´ESENT ´ES DANS LE CHAPITRE 4
Les deux manipulateurs sphe´riques isotropes, pre´sente´s dans les sections 4.3 et 4.4 du chapitre
4, ont tous deux leurs deuxie`me et cinquie`me articulations rotoı¨des qui restent bloque´es. Nous
les de´signerons ces deux manipulateurs respectivement par M1 et M2. Ils sont donc e´quivalents
a` des manipulateurs 4R sphe´riques obtenus a` partir M1 et M2 dont on aurait soude´, a` tous les
deux, les deuxie`me et cinquie`me articulations et que nous de´signerons respectivement par M ′1 et
M ′2. ´Evaluons la dexte´rite´, la manipulabilite´ et l’erreur maximale de positionnement (the max-
imum positioning error) (EMP) des manipulateurs 6R M1 et M2 et comparons-les a` celles des
manipulateurs 4R e´quivalents M ′1 et M ′2.
I.1 Comparaison des dexte´rite´s des manipulateurs M1 et M2 a` celles des manipulateurs M ′1 et
M ′2
Le manipulateur M1 a la demi-sphe`re comme surface isotrope, son conditionnement est constant
et vaut 1, M1 garde constamment une configuration isotrope ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π]× [0, π]. Sur la fig-
ure I.2 nous avons l’e´volution de la dexte´rite´ de M ′1, on constate que M ′1 n’a aucune configuration
isotrope et qu’il a meˆme deux configurations singulie`res.
Le manipulateur M2 garde constamment une configuration isotrope ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π],
il a une dexte´rite´ constante ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π]. Sur la figure I.4 nous avons l’e´volution du
conditionnement de M ′2, on constate que M ′2 n’a aucune configuration isotrope, mais garde une
dexte´rite´ constante et se trouve constamment au voisinage de l’isotropie, le conditionnement de sa
jacobienne est constant et vaut √2.
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On constate ainsi que la dexte´rite´, e´value´e comme l’inverse du conditionnement de la jacobienne,
est un indice nettement plus cohe´rent et plus repre´sentatif lorsqu’il est applique´ aux manipulateurs
e´quivalents M2 et M ′2, plutt qu’aux manipulateurs M1 et M ′1.
I.2 Comparaison des manipulabilite´s de M1 et M2 a` celles de M ′1 et M ′2 respectivement
La manipulabilite´ de M1 est e´gale a` 2
√
2 ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π]× [0, π] alors que celle M ′1 est variable
et meˆme nulle pour φ = π/2 et φ = 3π/2 comme on peut le voir sur la figure I.2 qui montre
l’e´volution de la manipulabilite´ de M ′1. Cependant, il est inte´ressant de constater la similitude
d’e´volution entre la dexte´rite´ et la manipulabilite´ de M ′1 qui s’annulent pour les meˆmes valeurs et
atteignent aussi leurs maxima pour les meˆmes valeurs.
La manipulabilite´ de M2 est aussi e´gale a` 2
√
2 pour ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π/2] alors que celle
de M ′2 vaut
√
2 pour ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π]× [0, π/2]. Contrairement a` la manipulabilite´ de M1 et M ′1,
celle M2 et celle de M ′2 e´voluent de la meˆme manie`re.
On constate aussi pour la dexte´rite´, e´value´e comme la racine du produit de la jacobienne par
sa transpose´e est un indice nettement plus cohe´rent et plus repre´sentatif lorsqu’il est applique´ aux
manipulateurs e´quivalents M2 et M ′2, plutoˆt qu’aux manipulateurs M1 et M ′1.
I.3 Comparaison des conditionnements de disposition de M1 et M2 a` celles de M ′1 et M ′2 respec-
tivement
La jacobienne J est une matrice m × n, le conditionnement de disposition (CD) de´fini dans [15]
est donne´ par la formule
κL(J) =
√
trm(JJT )
mmdet(JJT )
(I.1)
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Le conditionnement de disposition du manipulateur M1 est constant et vaut 1 pour ∀(θ, φ) ∈
[0, 2π] × [0, π]. Sur la figure I.6 nous avons l’e´volution du conditionnement de disposition de
M ′1, on constate que M ′1 n’a aucune configuration isotrope et qu’il a meˆme deux configurations
singulie`res.
Le conditionnement de disposition de M2 est aussi e´gale a` 1 pour ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π/2],
celui de M ′2 vaut 1.08 pour ∀(θ, φ) ∈ [0, 2π] × [0, π/2]. Contrairement aux CP de M1 et M ′1,
ceux M2 et celle de M ′2 e´voluent de la meˆme manie`re et sont tre`s voisins l’un de l’autre comme le
montrent la figure I.8.
Dans ce cas aussi on constate que le CD est un indice nettement plus cohe´rent et plus repre´sentatif
lorsqu’il est applique´ aux manipulateurs e´quivalents M2 et M ′2, plutoˆt qu’aux manipulateurs M1
et M ′1. Les manipulateurs M1 et M2 ont la meˆme dexte´rite´ et la meˆme manipulabilite´, ils ont par
conse´quent le meˆme CD.
I.4 Comparaison des EMP de M1 et M2 a` celles de M ′1 et M ′2 respectivement
L’erreur maximale de positionnement (EMP) (the maximum positioning error) pre´sente´ dans [27]
pour les manipulateurs paralle`les est de´finie comme la somme des valeurs absolues des e´le´ments
des range´es de la matrice jacobienne. Dans le cas des manipulateurs sphe´riques 6R la matrice
jacobienne posse`de 3 range´es. La somme des valeurs absolues des e´le´ments de la premie`re range´e
repre´sente l’EMP pour la rotation autour l’axe (OX), celle de la deuxie`me range´e repre´sente l’EMP
pour la rotation autour l’axe (OY) et celle de la troisie`me repre´sente l’EMP pour la rotation autour
l’axe (OZ). Les axes (OX), (OY) et (OZ) e´tant les axes du repe`re de la base.
L’e´volution des erreurs maximales de positionnement (EMP) (the maximum positioning error)
pour diffe´rentes valeurs de θ pour M1 et M ′1 sont pre´sente´es dans les figures I.9, I.10 et celles pour
M2 et M ′2 sont pre´sente´es dans les figures I.11, I.12.
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L’EMP minimale pour la rotation autour de (OX) de M1 est dans tous les cas environ le dou-
ble de l’EMP minimale de M ′1 pour la rotation autour de (OX). De plus, l’allure ge´ne´rale des
courbes repre´sentant l’EMP pour la rotation autour de (OX) de M1 et M ′1 est diffe´rente notam-
ment lorsque θ = 0 ou θ = π/2.
L’EMP minimale pour la rotation autour de (OX) de M2 est dans tous les cas environ le dou-
ble de l’EMP minimale de M ′2 pour la rotation autour de (OX). De plus, l’allure ge´ne´rale des
courbes repre´sentant l’EMP pour la rotation autour de (OX) de M2 et M ′2 est diffe´rente sauf pour
θ = π/2.
De plus, contrairement aux indices utilise´s dans les sections pre´ce´dentes, l’e´volution de l’indice
EMP dpend de l’angle θ. Les e´carts entre valeurs de l’EMP autour de l’axe (OX) obtenus pour des
manipulateurs e´quivalents sont plus nettement plus importants que ceux obtenus avec les autres
indices e´tudie´s dans cette annexe.
Les e´volutions de l’EMP autour des axes (OY) et (OZ) donnent des re´sultats similaires a` ceux
l’EMP autour de l’axe (OX). On constate que pour des manipulateurs se´riels, EMP est un indice
moins apte a` servir de mesure de la dexte´rite´ ou de la capacite´ d’un manipulateur a` positionner ou
a` orienter avec pre´cision son effecteur que le conditionnement de la jacobienne, la manipulabilite´
ou le CD.
Ces re´sultats permettent de constater que les indices utilise´s pour e´valuer la dexte´rite´ ou la manip-
ulabilite´ ne peuvent eˆtre conside´re´s comme des indices de´finitifs de quantification de la dexte´rite´.
Le conditionnement de disposition semble eˆtre un meilleur indice de mesure de la dexte´rite´ car
sa valeur pour M ′2 est plus voisine de 1, donc plus voisine de celle M2, que ne l’est le condition-
nement de sa jacobienne. L’e´tude de la valeur du CD deM1 etM ′1, M2 etM ′2 confirme que certains
indices peuvent eˆtre vus comme plus approprie´s que d’autres pour l’e´valuation de la dexte´rite´. En
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se basant sur les manipulateurs e´quivalents M1 et M ′1, et les manipulateurs e´quivalents M2 et M ′2,
l’EMP est l’indice le moins approprie´ pour e´valuer la dexte´rite´ des manipulateurs se´riels.
La de´termination d’un indice de dexte´rite´ qui donnerait la meˆme valeur lorsqu’il est applique´
aux jacobiennes de M1 et M ′1 ainsi qu’a` celles de M2 et M ′2, serait encore plus performant que le
CD qui semble eˆtre l’indice local le plus e´volue´ de la litte´rature.
L’existence de ces deux paires de manipulateurs {M1, M ′1} et {M2, M ′2} donne une base de
recherche pour la de´termination d’indices de dexte´rite´ locaux ou globaux qui soient e´gaux lorsqu’ils
sont applique´s a` ces deux paires de manipulateurs.
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Figure I.1 Inverse du conditionnement de la jacobienne du manipulateur M ′1
φ
1/κ(J)
θ
Figure I.2 Manipulabilite´ du manipulateur M ′1
φ
√|det(JJT )|
θ
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Figure I.3 Conditionnement de la jacobienne du manipulateur M ′2
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θ
Figure I.4 Manipulabilite´ du manipulateur M ′2
√|det(JJT )|
φ
θ
θ et φ sont exprime´s en radian
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Figure I.5 ´Evolution du CD de la jacobienne du manipulateur M1
√
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Figure I.6 ´Evolution du CD de la jacobienne du manipulateur M ′1
√
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Figure I.7 ´Evolution du CD de la jacobienne du manipulateur M2
√
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Figure I.8 ´Evolution du CD de la jacobienne du manipulateur M ′2
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Figure I.9 ´Evolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX de M1
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Figure I.10 ´Evolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX de M ′1
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Figure I.11 ´Evolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX de M2
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Figure I.12 ´Evolution de l’erreur maximale d’orientation sur l’axe OX de M ′2
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